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本 书 是 在 “1996 年 金 国 数 学 研究 生 暑 期 学 校 *( 在 北京 大 
学 ) 讲 义 的 基础 上 ,结合 在 中 国 科 学 技术 大 学 与 清华 大 学 的 研究 
生 课 讲 稿 编写 而 成 . 目的 是 尽快 引导 读者 到 达 代 数 数 论 这 一 极 
重要 的 现代 数学 领域 . 力求 清晰 简洁 地 从 现代 数学 的 角度 并 释 
代数 数论 的 基础 ,并 且 进 入 更 深层 主要 理论 . 写作 中 融 进 了 长 
期 教学 和 研究 中 的 感情 和 想法 ,参阅 了 国际 近期 主要 著作 . 

代数 数论 可 以 说 就 是 古典 数论 的 现代 化 ,是 现代 数学 最 重 
要 的 分 支 之 一 ,处 于 当代 最 活路 的 数学 前 沿 . 已 有 多 项 历史 性 
成 果 连 续 获得 Fields , Wolf 等 大 奖 ,Fermat 大 定理 的 证 明 更 是 
震动 了 整个 世界 . 信息 和 计算 机 时 代 的 到 来 更 突出 了 它 的 实际 
应 用 意义 . 另 一 方面 ,这 一 领域 的 人 门 尚 不 是 太 难 ,研究 对 象 在 
开始 还 是 比较 具体 的 ,有 路 可 循 . 历史 上 ,数论 中 的 概念 和 发 现 
常常 是 推动 数学 发 展 的 强大 大 动力 . 例如 现在 数学 家 们 广泛 使 
用 的 域 . 环 、 理 想 等 蜂 念 ,就 是 上 世纪 末代 数 数论 中 产生 的 . 数 
论 被 称 为 “数学 的 皇后 ”这 也 许 就 是 原因 之 一 . 数论 研究 对 象 
之 基本 ,方法 之 优美 ,问题 之 神奇 ,意境 之 深远 ,也 应 是 原因 . 当 
然 ;数论 也 广泛 吸收 其 它 领 域 的 新 构 念 方法 而 不 断 发 展 自身 .. 
例如 ,我 数 和 拓扑 方 法 的 巨大 影响 ,导致 了 20 世纪 数学 的 “现代 
化” 这 一 “现代 化 ?对 数论 也 有 重大 影响 .更 在 在 代数 数论 中 ， 
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民 数 分析、 几何 (拓扑 ) 这 数学 的 三 要素 几乎 有 同样 的 重要 性 . 
自然 数 , 整 数 , 到 有 理 数 ,在 很 羡 的 历史 时 期 是 数学 的 主 要 
研究 对 象 ,整数 全 体 Z 是 环 , 有 理 数 爹 体 司 是 域 . 但 后 来 人 类 
终于 陆续 发 现 了 了 ,V2+ V3 这 样 的 无 理 数 ,还 发 现 了 i= 
vY 一 1 这 样 的 虚数 . 这 些 都 是 代数 数 . 代数 数 (Algebraic 
Number) 就 是 满足 代数 方程 ( 即 人 上 匆 多 项 式 方程 ) 的 复数 (不 
一 定 能 用 根 式 写 出 来 ). 在 本 来 的 意义 上 ,代数 数论 就 是 关于 代 
数 数 (或 代数 数 域 ) 的 理论 . 它 以 理想 的 理 沦 和 方法 为 基本 特 
征 , 是 古典 数论 ( 即 世 和 和 的 理论 ) 到 近代 的 自然 发 展 . 代数 数 
论 的 研究 领域 和 理论 已 经 航天 的 拓展 , 现 已 包括 各 种 局 部 域 , 代 
数 函 数 域 ,算术 代数 几何 (特别 是 精 辐 曲线 等 曲线 的 算术 理论 )， 
各 种 Zeta- 孔 数 ,L- 消 数 , 民 形式 理论 ，: 些 表示 理论 等 等 ， 

一 般 认 为 代数 数论 起 始 于 高 斯 (C.F. Gauss 1777 一 1855)， 
他 研究 了 ar 十 bzy 十 cy? 这 样 的 二 次 型 (相当 于 一 次 域 ) 和 分 贺 
域 . 他 22 岁 时 的 天 才 鞭 作 《Disquisitiones Arithmeticae 一 书 
开辟 了 上 自 Euclid 和 Diophantus 以 来 数论 的 新 历史 阶段 . 他 引入 
了 同 余 轨 念 ,给 出 二 次 互 反 律 许多 证 明 . 

代数 数论 的 系统 理论 创始 于 德国 数学 家 产 默 尔 
(CE.E-Kummer 1810 一 1893). 它 从 诞生 之 日 起 至 今 , 始 终 与 费 
尔 马 大 定 理 缚 下 不 解 之 乡 . 现 简 述 这 段 浏 源 ,也 就 是 代数 数论 
的 传奇 历史 

费 尔 马 (Pierre de Fermat 1601 一 1665) 是 法 国 业 余数 论 学 
家 . 约 于 1637 年 在 古 希 腊 数 学 家 丢 番 图 {Diophantus) 所 著 * 算 
术 》 一 书 的 页 边 上 , 渴 尔 马 写 下 了 著名 靖 想 :“ 分 一 个 立方 为 两 个 
立方 之 和 ,或 分 一 个 本 次 方 为 两 个 四 次 方 之 和 ,或 一 般 地 分 任 一 
高 于 一 次 的 每 为 两 个 同 痰 寡 之 和 , 均 是 不 可 能 的 . 对 此 我 已 发 
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班 了 真正 奇妙 的 证 明 . 但 此 页 边 太 窑 窖 不 下 ” 这 一 猜想 后 来 
被 称 为 费 尔 马 大 定理 . 即 w 兰 3 时 ( 费 尔 马 ) 方 程 
名 十 大 一 局 

无 非 零 鳌 数 解 4,5,e. 对 2 一 4 情形 由 费 尔 马 证 明 (1640 左右 }. 
1753 年 ?= 3 的 情形 由 欧 拉 (Euler) 基 本 证 明 . 1825 年 n=5 情 
形 由 S. Germain( 对 abc 关 0Cmod nn)) ,,Dirichlet 和 Legendre 证 
明 .1839 年 n=? 情形 由 G. Lame 证 明 . 200 年 间 基 本 只 证 明了 
这 四 种 情形 . 值得 注意 揭 是 ,在 ==4 情形 被 证 明之 后 , 费 尔 马 大 
定理 归结 为 内 要 对 奇 素数 4 一 pp 证 明 膨 昌 . 

1847 年 3 月 1 日 (星期 一 ) 巴 黎 科 学 院 会 议 上 , 拉 梅 
(G,. Lame) 宣 布 他 证 明了 费 尔 马 大 定理 ,六 法 是 用 复数 分 解 

C=atth = at tetio) (Ca 十 名 Ce 十 ， 
其 中 是 次 本 原单 位 根 (和 酌 如 5 一 exp(2ri/p)).Lame 想 用 复 
数 因子 分 解 的 唯一 性 ,右边 各 因子 是 互 罕 的, 积 为 次 略 , 推 出 
务 因 子 均 为 次 器 ,再 导出 并 盾 完成 证 明 . Lame 的 报告 引起 了 
激烈 的 争论 , Liouville 立即 起 来 反对 ,说 唯一 分 解 律 对 复数 不 
一 定 成 立 .Cauehy 等 支持 Lame ,他 们 在 后 来 的 数 周 内 给 出 许多 
“证 明 ”, 还 向 科学 院 存 人 “秘密 案 袋 "以 备 将 来 查 优 先 权 . 激烈 
混乱 的 争论 直到 5 月 24 日 ,Liouville 宣读 了 Kummer 来 偏 . 
售 中 说 ,复数 的 唯一 分 解 律 是 不 成 立 的 , 随 信 阶 上 三 年 前 发 表 的 
证 明 ; 不 过 这 可 以 通过 引入 “理想 数 ” 来 挽救 ,“ 理 祖 数 ” 满 中 唯一 
分 解 律 ;由 此 可 以 对 许多 情形 证 明 费 尔 马 太 定 理 .Kummer 由 
此 很 容易 对 100 以内 的 sn( 除 37,59,67 奸 }) 证 明了 费 尔 马 大 定 
理 .Kummer 对 分 圆 域 各 ( 纪 进 行 了 深入 的 研究 . 后 由 德国 
本 罗 .R.Dedekind(1831 一 1916) 发展 到 一 般 数 域 ,奠定 了 代数 
数论 系统 的 理论 基础 , Bedekind 的 理论 作为 德国 Dirichlet 
(1805~~1869) 所 苦 f Vorlesungen uber Zahlentheorie》 一 书 的 附 
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录 发 表 (1894), 这 本 书 基 于 Euler 等 式 于 创 了 数论 的 解析 方法 ， 
后 来 发 展 出 各 种 zeta- 水 数 和 二 -函数 理论 . 

对 于 费 尔 马 大 定理 ,后 来 的 深入 研究 得 到 了 许多 结果 . 下 
述 每 一 个 都 是 定理 成 立 的 充分 条 件 ， 

41) 由 ( 户 )50Cmod Pp) 其 中 起 ( 户 ) 为 归 人 (的 的 类 数 ; 

《2》 Bernoulli 数 B,,…,B, .; 均 非 p 的 倍数 ; 

(3) Boaps ,Bpwy 均 非 pp 的 倍数 , 且 p 次 分 圆 域 最 大 空子 
域 的 类 数 也 非 p 的 倍数 . 借助 于 计算 机 ,到 1993 年 已 对 4 000 
000 以 内 的 素数 pp 验证 三 费 尔 与 太 定 理 .1983 年 德国 Gerd 
Faltings 证 明了 Mordell 猜想 ( 即 气 格 太 于 一 ( 约 相 当 邓 次 数 大 
于 4) 的 曲线 只 有 有 限 个 有 理 点 ) ,了 从而 证 明了 和 费 尔 切 方程 最 多 只 
有 有 限 个 非 零 整 数 解 . 这 被 认为 是 算术 代数 几何 的 襄 峰 ,1993 
年 6 月 23 日 ,普林斯顿 大 学 来 自 英国 的 怀 尔 斯 (Andrew J. Wiles 
1953. 4. 11~ ) 在 英 同 剑桥 牛顿 数学 科学 研究 所 举行 的 研讨 班 上 ， 
宣布 证 明了 费 尔 马 大 定理 . 引起 了 整个 世界 的 震动 . 但 不 久 此 
证 明 被 发 现 有 漏洞 怀 尔 斯 最 终 在 1994 年 9 月 19 日 的 思维 闪 
电 中 找到 了 迷失 的 铀 王 , 完 成 了 这 一 有 重大 历史 意义 的 证 明 . 他 
是 证 明了 Taniyama 猜 柜 { 即 枯 圆 曲线 均 为 模 化 线 }, 再 由 Ribet 
的 结果 得 到 费 尔 马 大 定理 . 本 书 在 第 七 章 和 第 九 章 最 后 对 费 尔 
马 大 定理 的 证 明 有 所 介绍 ， 

上 世纪 未, 德国 希 尔 伯 特 (David Hilbert 1862 一 19437 在 纺 
写 数 论 报 告 kZahlbericht》 后 ,洞察 到 数 域 的 类 群 与 其 Abel 扩张 
闻 的 关系 ,猜想 到 著名 的 “类 域 论 ”"(1898). 这 是 二 次 和 高 交互 
友 律 的 自然 推广 , 希 尔 怕 特 在 第 二 次 国际 数学 家 大 会 (巴黎 ， 
1900) 上 ,提出 了 新 世纪 面临 的 著名 的 23 个 问题 ,其 中 癌 题 9 至 
过来 自 和 代数 数论 ,问题 9 和 12 是 关于 类 域 沦 的 . Furtwangler、 
高林 出 治 (Takagi,1920)、E. Artin(1927) 完 成 了 类 域 论 的 理论 
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《1949 由 Chevalley 算术 化 .类 域 论 被 称 为 数学 各 种 理论 中 体 
系 最 完美 的 一 种 . 但 类 域 的 构 作 问题 还 有 很 长 的 路 ， 

Hensel 在 1902 年 建立 了 p-adic 数理 沦 , 开 创 了 局 部 域 的 
方法 和 数论 .由 此 发 展 出 关于 局 部 和 整体 关系 的 Hasse 原则 
C1923). 继而 Chevalley1936 年 引入 伊 代 尔 (ldele) 改 气 类 域 论 . 
Weil 稍 后 引入 阿 代 尔 CAdele} 证 明 Riemann-Roch 定理 ,此 外 ， 
有 限 域 上 的 代数 函数 域 理论 与 代数 数 域 理 论 有 平行 和 互相 推动 
的 发 展 ,前 者 与 代数 几何 有 很 深 关系 ,其 上 的 Riemann 猜想 和 
A. Weil 猜想 已 由 Weil(1948) 和 P. Deligne(1973) 和 解决. 

近期 以 来 ,代数 数论 下 经历 着 历史 性 惊人 的 发 展 . 正 象 从 
怀 尔 斯 对 费 尔 马 大 定理 的 证 明 可 以 看 到 的 ;已 经 取得 伟大 的 成 
就 ,但 还 有 更 广 变 的 领域 待 征服 . 有 古老 的 猜想 ( 像 Gauss 猿 
存 , 虚 部 分 的 解决 已 数 次 震动 数学 界 , 实 部 分 远 未 突破 ); 也 有 新 
问题 ,新 天 地 . 

本 书 试图 引导 读者 进入 这 片 美 好 的 天 地 ,前 三 章 以 理想 论 
曾 述 代数 数 域 的 基本 性 质 , 诊 述 整数 环 和 整 性 , 诺 特 环 和 戴 德 金 
环 , 用 局 部 化 方法 立 述 隶 理 想 在 扩 域 中 的 分 解 ,分 析 了 分 解 群 ， 
惯性 群 等 . 以 理想 论 作 开始 ,是 为 了 便于 掌握, 也 与 历史 发 展 一 
致 ， 第 四 ,五 两 章 在 前 述 基础 上 发 展 了 贱 值 论 , 完 备 化 ,和 局 部 
域 的 扩张 等 进一步 的 理论 ,并 以 此 讨论 了 差分 孝 判 别 式 . 这些 
已 成 为 现代 数论 的 基本 方法 和 语言 . 第 六 章 简 洁 地 证 明了 类 数 
有 限 性 定理 和 单 笠 定理 . 第 七 章 讨 论 了 二 次 域 的 单位 妖 , 欧 几 
里 得 域 问 题 科 类 数 ; 讨 论 了 分 圆 域 的 基本 数论 . 第 八 章 给 出 域 
的 特征 群 与 域 的 结构 关系 ,Zets- 通 数 ,L- 函 数 , 类 数 公 式 . 这 些 
是 解析 方法 的 基础 . 第 九 章 阑 述 了 伊 代 尔 群 , 射 线 (广义 ?理想 
类 群 ,整体 和 局 部 类 城 论 ,Hilbert 类 域 等 较 深 的 内 容 . 书 中 有 
不 少 注 记 , 举 例 和 练习 题 . 总 起 来 看 ,切实 掌握 本 书 的 内 容 后 ， 
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可 使 读者 进入 赋 究 工作 和 进一步 学 习 的 新 层次 . 本 书 可 作为 数 
学 研究 生 或 高 年 级 本 科 生 等 的 教材 或 参考 ， 顶 备 知 识 为 初等 数 
论 和 抽象 代数 的 基本 知识 , 包 托 管 单 的 其 罗 华 理 论 . 

全 国 数学 研究 生 普 期 学 校 的 组 织 者 ,国家 目 然 科学 基金 委 
数理 学 部 负责 同志 ,以 及 湖 席 教育 出 版 社 , 分 别 对 峰 期 讲学 和 小 
书 出 版 给 予 极 大 支持 ,作者 深 表 感谢 . 作者 也 弄 此 机 会 对 在 代 
数 和 数论 研究 中 曾 热情 支持 帮助 过 我 的 中 国 科技 大 学 的 曾 此 成 
教授 . 芭 克 勒 教授 和 陆 洪 文 教授 深 表 感谢 ， 

由 于 水 平 有 限 , 导 间 紧 记 , 定 有 许多 不 当 之 处 . 诚 原 欢迎 批 
评 指 正 ， 
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预备 知识 概述 


集合 , 群 , 环 , 域 , 模 等 


集合 与 映射 的 知识 假定 读者 已 熟悉 .以 A 一 8B 表示 B 在 4 
中 的 补 集 . 集合 4 的 元 素 个 数 或 基数 记 为 |4| 或 #4.4 与 B 
的 简 卡 尔 积 即 为 集合 AXB= {tay 让 |aE A5E B}, 鼎 射 7: A 
~ 日 称 为 单 射 (injective) 是 指 f(a)= 二 fA05) 歼 合 首 a 二 56. 六 称 为 
满 射 (surjective) 蚌 指 对 任意 5€EB 总 有 aE€4 和 使 /(a)=5. 营 了 
既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 /为 双 射 或 1 :1 对 应 ,上 映射/: 4 一 
五 和 sg : BC 的 复合 (或 称 乘积 ) 记 为 g。 了 或 gj , 它 映 a 为 
ga)). 设 3 是 4 的 子 集 , 则 上 映射 上 4 一 8 决定 了 一 个 映射 
8 1S*B, 由 g(3) 二 fs) 定义 . 陕 射 g 称 为 站 到 SS 上) 的 限制 , 
称 为 e( 到 4 上 ?的 延 拓 . 

群 . 环 . 域 假 定 读者 已 知 . 简单 地 说 . 群 (Group) 就 是 一 个 
集合 G, 在 其 中 可 进行 一 种 运算 及 其 道 运算 . 确切 育 之 , 群 G 
就 是 一 个 集合 G, 定 义 有 某 二 元 运算 * 《可 能 是 猴 法 X ;或 加 法 
十 等 ) 满 足 如 下 4 条 :1 封闭 性 , 即 对 任意 eeE 总 有 a* bE 
if20 结 合 律 , 旭 ax (5xcey 一 (axp)xei3 存在 单位 元 e, 即 
有 eeEG 使 a x*e 二 ex* a 一 ai(4) 看 在 道 元 ,; 即 对 任意 aEG 总 存 
在 BEGC 称 为 a 的 道 元 ) 使 a #5 二 bxa 一 e( 对 任意 ga,b,cEGY. 
若 运 算 * 是 尼 法 , 常 称 避 为 乘法 群 , 记 单位 元 e 为 1, 记 < 的 道 
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元 为 a '. 车 运算 * 还 满足 交换 律 ,好 a * 5b 一 bp* a 对 任意 a,bE€E 
C 成 立 , 则 称 G 为 阿 贝 尔 (Abel) 群 或 交换 群 .Abel 群 的 运算 * 
常常 记 为 加 法 (一 ), 称 为 如 法 群 ,单位 元 e 记 为 0( 称 为 零 元 ) ,a 
的 道 元 记 为 一 a( 称 为 负 元 ). 若 所 为 群 G 的 子 群 ( 即 为 的 子 
集 且 对 避 的 运算 为 群 ), 则 五 的 指数 为 (C : 下) 一 |G17| 互 |, 车 
44, 召 为 两 个 加 法 群 刚 记 其 和 为 4 十 召 一 1a 二 leE A,8EB}. 
环 4Ring 就 是 一 个 内 有 加 、 减 , 滋 法 的 集合 , 确切 言 之 , 环 
4 就 是 定 艾 有 所 法 和 委 法 两 个 运算 的 集合 ， 对 加 法 为 Abel 群 ， 
对 屁 法 为 半 群 (项 只 满足 封闭 性 和 结合 律 ) 日 箭 法 对 加 法 有 分 配 
律 , 若 对 二 法 有 单位 元 , 则 称 为 含 么 环 . 若 环 的 磁 法 满足 交换 
律 , 则 称 之 为 交换 环 . 本 书 中 的 环 均 指 含 么 交换 环 . 如果 环 4 
中 任 两 个 非 零 元 素 之 积 均 非 零 , 则 称 4 为 无 零 因子 环 ( 或 有 消 
去 律 环 ) ,也 称 为 整 环 或 整 区 tdomain). 环 4 中 的 乘法 可 道 元 
称 为 环 的 单位 ,全 体 单位 记 为 4' ,是 乘法 群 , 称 为 单位 群 . 对 于 
环 4, 以 4[X] 记 有 上 不 定 元 基 的 多 项 式 集 ,是 一 个 环 . 以 4 
[Xi ] 记 于 元 多 项 式 环 ， 以 ALLXJ]1 记 形式 帮 级 数 环 . 设 
环 ACB 而 xEB, 则 以 4[z] 记 4 和 zz 生成 的 旦 的 子 环 , 即 以 
丸 中 元 素 为 系数 的 上 的 多 项 式 全 体 ， 同样 以 4Lz…,z] 记 也 
和 zx 卫生 成 的 子 环 . 
域 (Field) 就 是 一 个 内 有 加 , 减 . 乘 .除法 的 集合 . 确切 言 
之 : 域 下 就 是 一 个 环 且 其 非 零 元 集 基 乘法 Abel 群 . 若 天 为 域 
五 的 子 域 ( 即 子 集 且 对 F 的 运算 为 域 ), 则 称 已 为 天 的 扩 域 或 扩 
- 张 (extension). 此 时 五 自然 是 天 上 的 线性 空间 ,其 维 数 称 为 扩 
张 次 数 , 记 为 [F : 天 ] 五 作为 到 上 线性 空间 的 基 称 为 它 的 改 - 
基 . 次 数 有 限 的 扩张 称 汶 有 和 限 扩 张 . 特征 为 0 的 域 ( 可 认为 ? 即 
是 有 理 数 域 旭 的 扩 域 ,特征 为 p( 素 数 ) 的 域 即 是 下 ,二 Zi/pZ 的 
扩 域 ， 有限 域 f 必 是 特征 为 ( 茶 素 数 )p 的 域 ,其 元 素 个 数 为 pp 
2 ， 


的 竹 g 一 p+! 记 下 一 FR，P, 的 非 零 元 全 体 是 9-1 阶乘 法 循环 群 . 
域 让 上 和 包 项 式 形式 环 记 为 FLX], 其 分 式 域 ( 商 域 *F(X} 称 为 有 
理 式 (形式 ) 域 ,或 有 理 隙 数 域 ， 
模 (Module) 是 加 法 群 或 线性 空间 的 自然 推广 . 线性 空间 
的 基 域 如 果 改 而 为 环 , 就 是 模 . 确切 言 之 , 设 4 为 坏 ,M 为 一 加 
法 CAbel) 群 , 若 4 与 MM 的 元 素 有 运算 (< 即 有 映射 AX MM>M 
(asx) FF 一 ~ 一 at) 且 满足 
atz 十 DD) 二 ax 十 aay, tat r=artbr 
tab}r=albr), lx 
(对 任意 a,8 E 4ry E MD), 刚 称 姓 是 4- 模 或 4 上 的 模 . 例 
如 ,加 法 群 均 为 2- 模 , 域 上 线性 空间 均 为 F- 横 . 对 横 对 的 任 
意 子 集 3 = {zx} , 形 如 owxita; GE 4) 的 有 限 和 (4- 线性 组 合 ) 


全 体 太 是 一 个 4- 模 , 称 为 3 生成 的 子 模 , 记 为 六 一 4A5, 它 恰 为 
含 {zi] 的 最 小 子 模 , iz 称 为 它 的 生成 元 系 ( 集 ). 由 一 个 元 素 守 
生成 的 子 模 记 为 4z. 如 果 对 有 一 个 有 限 生成 元 系 , 则 对称 为 有 
限 生 成 的 . 设 村 有 一 个 有 限 生成 元 系 m,… sw; 且 中 任 一 元 
可 唯一 地 表示 为 aom 十 下 十 atair yan 万 有 4), 则 称 村 为 自 
由 4- 模 , 秩 为 4; 此 时 记名 二 Aa 围 … 铬 Aw; 且 称 {a 0} 
为 型 的 4- 基 . 例如 域 瑟 上 向 量 空间 均 是 自由 六 模 .Z 是 自由 
Z- 模 .Z/mZ 不 是 自由 Z- 模 . 如果 一 个 Abel 群 G 作 为 Z- 模 是 有 
限 生 成 的 , 则 称 此 群 是 有 限 生 成 的 

现 设 4 为 主 理想 环 ,MM 是 穆 为 n 的 自由 A- 模 ,N 是 并 的 
子 模 , 则 N 也 是 自由 4- 模 ,其 悉 go 委 nm. 而 且 存 在 着 M 的 4- 基 
{o yo) 使 得 teiay sara} 为 六 的 4- 基 ,其 中 整除 cs 的 
为 和 中 元 , 由 此 可 知 , 任 一 有 限 生 成 的 4- 模 五 必 同 构 于 47 
Ca) 引力 A(a) 田 A', 其 中 DD) 洛 … 汪 (ay) 为 4 的 主 理 想 ,A' 
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一 4 二 … 介 4 称 为 其 自由 部 分 ,47(0c 四 … 申 47ao) 称 为 其 挠 
(或 握 ,torsion}) 部 分 ,特别 地 ,无 可 有 限 生成 4- 模 必 是 育 由 模 . 

如 果 召 为 环 , 久 为 和 模 ; 日 atry) 二 (ar)y 二 ztay){ 对 尾音 
eaE4iziy 所 5), 则 称 已 为 4- 代数 或 4 上 的 代数 . 例如 2[LXJ 
是 Z- 代 数 . 两 个 环 4,8 间 的 映射 了: 4 一 吾 称 为 同 态 , 如 果 它 
满足 Fa 十 的 = Fa 十 Fo 人 = FearD=1( 对 任 . 
意 ay5E 4 此 时 也 称 瑟 为 4- 代数 ,事实 上 定义 运算 ar 一 
ftayx, 即 得 上 上述 意义 下 的 代数 . 环 的 双 射 同 态 称 为 同和 梅 . 

环 4 的 一 个 理想 (Ideal)7 就 是 4 的 一 个 加 法 子 群 ; 且 还 满 
足 吸收 律 :对 任意 a€A 和 4 上 EIT 有 abET, 注意 理想 I 是 A- 模 . 
4 和 10) 均 为 理想 , 称 为 于 几 理 想 . 域 只 有 平凡 理想 , 对 环 4 的 
任意 子 集 他) , 形 如 > rat 的 有 限 和 人 金 体 (a; E 4) 是 -- 个 理想 ， 


称 为 ib} 生成 的 理想 . 由 一 个 元 素 如 生成 的 理想 称 为 主 理想 , 记 
为 45 或 (5). 显然 (1) 一 4. 主 理想 ( 整 ) 环 (PID)} 就 是 所 有 理想 
均 为 主 理 想 的 整 环 . 例如 Z,F[X1( 域 上 多 项 式 环 ) 均 是 . 注意 
在 Zz 中 有 (3) 忆 (6). 因此 在 一 般 的 环 中 ,车 理 想 7 了 二 了 , 则 记 为 
TT. 
商 环 . 商 模 等 概念 是 基于 商 群 的 . 设 吉 法 群 G 有 子 群 态 ， 
可 以 按 玉 对 局 的 元 素 分 类 ( 称 为 可 下 的 同 余 类 ): a,5 属于 同 
一 类 当 生 仅 当 a 一 BEH, 记 为 a 二 blmod 互 ).a 所 在 的 同 作 类 
( 称 为 a 所 代表 的 类 ) 即 为 互 =a 十 百 = {a 二 RiE 百 1. 同 余 类 全 
林 记 为 G/ 瑟 ,这 是 一 个 加 法 群 ( 称 为 G 对 模 五 的 商 群 ,或 问 余 
类 群 ), 运 算 定 六 为 2 十 58=2 于 5 或 (a 十 H) 一 必 二 日 ) 二 《a 十 8 十 
对) 对 于 ( 非 &bel) 乘 法 群 G 及 其 子 群 瑟 ,也 可 类 似 地 构 作 商 
群 , 但 要 求 五 为 正规 子 咯 ( 即 a 映 二 Ha 对 任意 a€G) 才 可 合同 
余 类 的 运算 定义 有 意义 ; 即 定义 a 竺 btmed 万 ) 为 eg 如 , 二 一 
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a 召 ，i 一 26. 设 f:G-*G' 为 加 法 群 间 的 映射 ,车 广 保 持 加 法 ”， 
即 7(e 十 分 一 /ae 二 75 对 任意 aeEA) 出 浆 /为 间 态 映 
射 . 称 G 中 0 的 原 象 Ker( 广 一 {faEAlFay=0} 为 了 的 核 , 核 是 
子 群 . 总 有 群 同 构 各 Ker( 门 JIm( 方 =1FalaEA) 对 于 篆 
法 群 ,可 类 似 定义 同 态 /: G->G 为 满足 ftab) 一 /a)f (8) 的 映 
射 , 核 Ker (六 =tzE4lFe)=1) 为 正规 子 群 ， 也 部 有 辐 构 
GC/RKer( NIm(f). 

设 4 为 环 ,了 为 其 一 理想 . 于 是 4 为 加 法 群 ,? 为 其 尘 赔 ， 
故 可 如 上 构 作 (加 法 ) 商 群 4/F 再 定义 上 同 会 类 的 乘法 站 =a8， 
则 4 并 成 为 环 , 丈 为 商 环 . 有 自然 同 态 满 射 / :4->477,er > 
有 商 环 A/I 的 理想 均 形 如 /AT, 其 中 J 为 4A 中 沼 T 的 理想 . 当 
且 仅 当 了 为 极 大 理想 ( 即 7 与 4 之 疗 无 理想 ) 时 ,AV7 为 域 . 当 
目 侈 当 了 为 索 理 想 ( 即 xyET 藉 售 xE7 或 yE 门 时 ,4 为 整 
环 . 环 的 间 态 映射 了: 4 一 8B 的 核 Ker( 让 ={a€ A|f(a)=0} 
六 A 的 理想 ,总 有 环 问 构 A/Ker( 站 之 Im( 放 ). 

设 MM 是 4- 模 ,N 是 其 子 模 (好 N 是 其 子 集 且 对 原 有 运算 
是 4- 模 }. 于 是 M 为 加 法 群 ,N 为 其 子 群 , 砍 可 如 上 构 作 ( 吉 
法 ) 商 群 M/N. 再 定义 A 的 作用 为 4x 二 a7, 则 M/AN 成 为 A- 
模 , 称 为 商 横 . 4 上 模 于 和 且 间 的 映射 站: M-~ 邓 如 果 满 足 如 
下 条 件 则 称 为 ( 模 的 ) 同 态 或 4- 线 性 映射 ;f(r 十 y) 二 了 Cr 十 
(3 ar) 一 gz 对 任意 e 氏 riyEM) 核 攻 er(C 门 一 人 
EMIfACz)= 二 0} 为 村 的 子 模 ,总 有 模 的 同 构 ( 双 射 同 态 } :MM/Ker 
(NInf). 


下 面 介 绍 获 除 性 . 设 闪 为 整 环 ,天 一 lapla bE AbAEO} 
为 其 分 式 域 .对 于 x+,yEK, 即 果 存 在 aE 4 使 y=ax, 则 称 xx 
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整除 y, 工 是 ?的 网 子 ,y 是 z 的 倍 ( 元 ), 记 为 了 | 我 们 称 z 的 
悄 元 全 体 Ax 为 x 生成 的 (分 式 ) 理 柱 . 显然 xiy 相当 于 yE4z 
或 4vC4r. 车 zx 整除», 是 yy 整除 zx, 则 称 xz 与 y 互 沟 结 合 元 
素 , 这 也 相当 于 4 一 4zr, 与 1 外 结 合 的 元 素 怡 为 4 的 单位 ( 即 
A 中 可 道 元 ).( 非 零 的 ) 丙 个 相 结 合 元 素 的 高 志 为 A 的 单位 . 
设 户 为 4 中 非 零 元 ,车 无 真 因 子 ( 即 5p 只 有 单位 及 与 自身 相 
结合 的 因子 ), 则 称 p 为 不 可 约 元 ， 溢 4 中 非 零 元 均 可 唯一 表 
示 为 有 限 个 不 可 约 元 之 积 ( 不 计 因子 次 序 和 单位 因子 ?, 山 称 A 
为 唯一 析 因 ( 整 ? 环 (CUFP). 主 理想 ( 整 ? 环 均 为 唯一 析 央 环 . 


符 号 表 
c 复数 域 Fs & 元 有 限 域 
F[X1 五 上 多 项 式 环 I (in 革 世 互 素 的 理想 集 
JTJCt 关 的 Ideie 群 N 自然 数 集 
Ox 数 域 天 的 整数 环 。 Pm 射线 主 理想 群 
Q 有 理 数 域 R 实数 域 


Z (有 理 ) 整 数 环 {一 ,区 /Ek) Artin 符 导 


第 一 童 ” 数 域 与 数 环 


31.1 代数 整数 


有 理 数 域 双 的 有 限 扩 域 K 称 为 代数 数 域 ,或 数 环 .这 也 就 
是 说 ,K 是 复数 域 C 的 一 个 于 域 ,是 玉 在 上 的 次 数 [K:Qjr 即 
尺 作 为 人 上 的 线性 空间 的 维 数 ) 是 有 限 的 


例 1 (二 次 域 ) 设 K=QtVm) 一 [atb wm |a,bEQ}, 其 
中 闫 是 一 无 平方 因子 整数 . 则 下 是 二 次 数 域 ,11, wm} 是 下 
的 从 基 . 反之 ,任意 二 次 数 域 天 必 可 表示 为 这 种 形式 : 任 取 a 
EK 一 从 ( 即 属于 而 不 属于 人 Q),; 则 1,a 线性 无 关 , 而 1vase 线 
性 相关 ( 因 维 数 为 2), 故 有 aw: 十 ba 十 rc 二 0，asbycEZ( 整 数 环 }; 
从 而 &= (一 5 士 wx 六 一 4ac)72a; 理 取 my 为 太一 4ac 无 平方 因子 
部 分 即 可 . 

例 2 (分 圆 域 ) 设 阅 盖 2 是 一 正 整数 . 记 呈 = 加 一 expC2r/ 
mm) ; 则 | 


天 一 好 人。 ) 
称 为 (级 ) 分 圆 成 ,注意 15 吕 ,: ! 怡 为 X" 一 1 的 mn 个 
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复 根 , 称 为 wr 次 单位 根 , 它 们 梅 成 一 个 乘法 循环 寿 . 此 群 性 有 
glm) 个 生成 元 ( 称 为 m 次 本 原单 位 根 }; 凡 (<xm 且 与 sx 互 
素 ), 这 里 8g 是 Euler 函数 ,将 证 明 如 (8 ) 的 次 数 是 plzm)， plon) 
个 本 原单 位 根 怡 好 是 和 上 一 个 g(x) 次 不 可 约 名 项 武 B,( 久 ) 
〈 称 为 分 圆 多 项 式 ) 的 复 根 ， 

者 复数 a 是 一 有 理 系 数 多 项 式 f(X)EQ-X] 的 根 , 即 fCe) 
二 0, 则 称 < 为 代数 数 (algebraic number). 此 时 也 可 设 f(X)E€ 
Z[LX] 为 整数 系数 多 项 式 , 妈 满足 (代数 ?方程 

的 "十 Go Ra Can aED), (1) 
如 果 复 数 是 首 一 ( 即 最 高 次 项 系数 是 巧 的 整数 系数 多 项 式 的 
根 ( 即 (1) 式 中 a, 一 1); 则 称 a 为 代数 整数 (algebraic integer) 或 
整数 . 为 了 区 别 ,@ 中 的 整数 有 时 被 称 为 有 理 整 数 . 一 般 地 , 若 某 
元 素 吕 是 域 六 上 密 项 式 ACE 天 [ZX 的 根 , 刚 称 w 为 天 上 的 
代数 元 素 ; 若 /(X) 是 不 可 约 的 , 风 称 /CX) 为 a 在 天 上 的 的 极 
小 多 项 式 . 例如 , 例 1 中 上 的 极 小 多 项 式 为 aX: 一 bX 十 c; 例 2 中 
5 的 极 小 多 项 式 为 加 ,XY 

一 个 代数 数 域 天 中 的 元 素 a 均 是 代数 数 ,这 是 因为 的 次 
数 有 限 , 故 1:ase, 吧 -之 中 , 必 有 有 限 个 元 素 的 有 理 系 数 线性 
组 合 为 0. 有 理 整 数 , 及 Y 2 , 5, 均 为 代数 整数 . 代数 整数 
是 有 理 整 数 的 自 和 然 推广 . 可 以 证 明 , 有 许多 代数 数 ( 和 代数 整数 ) 
不 能 “用 根 式 表 示 出 来 ”(Galois). 

对 每 一 个 代数 数 ,都 可 乘 以 一 个 有 理 整 数 e 恒 aa 为 代数 
整数 .事实 上 , 若 “ 满足 人) 式 , 则 两 边 靳 以 ae 一 a 的 n 一 1 次 方 ， 
即 得 

(an) Ta tou) aa aa 十 Ca !—=0 
从 而 知 aa 为 整数 . 例如 车 5 一 2 一 0，a 一 人 (2753 ， 刚 5 一 
(2X 显 3 为 回 数 . 
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一 个 代数 数 越 六 中 的 代数 整数 全 体 记 为 Oi, 它 将 是 代数 
数论 的 主要 研究 对 象 ,这 正 像 2 是 古典 数论 的 主要 研究 对 象 一 
样 . 首先 我 们 要 证 明 Ox 是 一 个 环 . 为 此 只 要 证 明 它 对 加 法 和 和 履 
法 封闭 , 即 要 证 明 : 任 两 个 代数 整数 的 和 与 积 均 为 代数 整数 . 例 
如 对 一 Y 了 十 w 3 ,由 好 一 5 十 2 6 ,区 (时 一 5 和 2 一 2 ,可知 wa 
为 代数 整数 .但 对 -- 般 情形 ,很 不 易 证 明 . 为 此 最 好 是 用 “线性 
化 "方法 , 即 把 Ox 看 作 * 好 像 2 上 的 线性 空间 失 确 切 地 说 ,Or 
是 “Z 于 的 模 ”), 以 下 定理 本 质 上 就 是 线性 代数 中 的 一 个 定理 ， 
线性 变换 了 的 特征 多 项 式 FX) 是 了 的 尝 化 用 项 式 , 注意 /六 ) 
是 首 一 的 . 


定理 1 对 复数 se, 以 下 各 命题 等 价 ， 

0) ea 为 (代数 ?整数 . 

Gi》 环 Z[a] 的 加 法 群 是 有 限 生 成 的 . 

(和 证》 存在 环 BCC, 其 加 法 群 是 有 有 限 生成 的 , 且 仿 a. 
iv) 存在 非 零 如 法 群 BCC, 是 有 限 生成 的 ,月 aBCE. 


证 明 i)=> 0i), 设 4 满足 方程 (1) 而 a 二 1 于 是 二 一 
Aas a a 是 larva I ! 的 Z- 线 性 组 合 ， 故 a ls, 
?等 也 是 它们 的 2- 钱 性 组 合 . 由 此 易 知 2Z[ej 的 加 法 群 可 1， 
Qa sm 生成， 

《iiy=>fii=>(ir): 显然 ， 

(ir)=>(i: 设 加 法 群 召 由 aas 生成 (这 里 的 情形 类 亿 
于 所 是 “线性 空间 ”, wya 是 * 基 沁 而 aBCB 说 明 a 是 B 的 
一 个 “线性 变换 ”:z 一 xazr. 于 是 其 特征 多 项 式 AZ7EZLZ] 是 
首 一 的 且 ff 中 一 0)., 那么 由 a8CB 知道 gumE€8, 从 而 是 se…'， 
ea 的 过 -线性 组 人 台 (1 近 ;天 由 : 
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aa1 一 GilG1 十 入 十 Gaos 

ao 一 Go 十 十 Ga 
《ar 均 属 于 2). 记 方 阵 好 = {a} ,为 阶 单位 方 阵 , 则 上 式 可 写 
为 


ai con | 0 
(el) | : -| i=M| :| ， 
立 n Qe, | A 
| 
《一 | :|=0, 


& 


n 


在 上 式 左边 乘 以 tal-M) 的 侍 隘 方 阵 { 一 个 方 阵 全 二 的 伴随 
方 阵 定义 为 了 " 二 《50) ,其 中 5 为 ts 的 代数 余子 式 , 有 性 质 TT" 
二 "了 二 det{ 卫 ) 为 全 的 行列 式 ), 记 
fm= ta —M)" (taf— MD)=dettal — MM) 
一 好 十 十 qz 十 Go 
(a; 均 属于 Z), 则 


a Flaya 
Fa 一 =0. 
ao [flo)n, 
即 关 o@ 一 0 反之 ma 国生 om 不 全 为 零 , 故 (中 一 0, 从 而 
知 a 是 代数 整数 . 口 


去 1 任 两 个 代数 整数 的 和 与 积 均 为 代数 整数 . 特别 知 , 代 
数 整数 全 体 基 一 个 整 环 ;每 个 数 域 居 中 代数 整数 全 体 Ox 是 一 
个 整 环 ( 称 为 天 的 整数 环 }, 
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证 明 者 a, 6 为 代数 整数 , 由 定理 1 知 环 zs], 2 的 的 加 
法 群 均 是 有 限 生成 的 ， 于 是 环 Z[oa, 和 也 是 有 限 生 成 的 ( 若 {a}， 
偷 } 是 前 两 加 法 群 的 生成 元 系 , 则 {m8;} 显 然 是 ZLo, BI 的 生成 元 
系 ). 因 为 Z[a， 8B] 含 a 二 TB, og, 从 而 出 定理 1 知 这 二 个 元 素 为 代 
数 整 数 . 加 


整数 环 Ox 是 一 个 加 法 群 ,从 而 是 一 个 Z- 模 , 将 证 明 它 是 秩 
为 的 自由 Z- 模 


二 次 域 中 的 整数 


二 次 ( 教 ) 域 即 有 理 数 域 双 的 二 次 扩张 ,总 可 表 为 
K=-QC(vVm)={atb Vm|adEQ), 

其 中 mm 是 一 无 平方 因子 整数 , 我 们 来 求 下 的 整数 环 Ox. 设 a 一 
a 十 b Ym 为 整数 (a ,58ED) ;显然 a 满足 方程 

Ki— aK 十 (a —mb) = 0. 
注意 a=a 一 6 wm 也 满足 此 方程 , 故 & 也 是 闵 数 . 于 是 a 十 a 和 
qoy 即 24 和 a 一 mY, 均 整数 ,又 是 有 理 数 , 故 

24€EF, a—mrer 
于 是 (20)? 一 m(25 六 二 4 一 mb 世故 (25)*EZ. 我 们 断言 
25EZ; 否则 (265)* 的 分 母 售 平 广 因 子 , 而 mr 无 平方 因子 ,与 (25)? 
EZ 矛盾 . 于 是 可 设 4a 一 #/2， 5 二 0/9，wsvEZ. 则 于 式 化 为 
ui — mr 47. 
因此 , 若 " 为 偶数 , 则 x 亦 侦 数 ,a,5 均 整 数 , 若 " 为 奇数 , 则 如 
二] (mod4); 由 上 式 知 为 奇数 而 mr 三 1(mod4), 这 也 就 是 说 ， 
在 芭 二 2 或 3(mod4) 时 ,& 二 a 一 上 wm 为 整数 当 且 仅 当 4,6 均 有 
理 整 数 , 而 在 m 二 1 (mod4) 时 ,wn 二 a 二 b Vm = (w+v vm})/2 
11 


为 整数 当 且 仅 当 xm 同 为 偶数 或 同 为 奇数 , 故 有 


定理 2 设 二 次 域 尺 一 Q( Ym ), 其 中 为 无 平方 因子 整 
数 , 则 天 的 整数 环 Ox 如 下 : 
(i》 当 mw 三 2 或 3(mod4) 时 ， 
Ox={atb wm labtZ}; 

(ii》 当 mw 圭 1 (mod4) 侍 ， 
(tv 二 
2 

一 at6( 计 交加 VN 


Or 一 amgmod2) uvEZ} 


) [ae 和 Z 


定理 2 也 可 叙述 为 : Ox 的 Z- 基 ( 即 作 为 Z- 模 的 基 ) 在 上 述 
两 种 情形 下 分 别 为 G1 vm; Gi)1;(1 十 wm/2. 

将 在 第 7 童 中 证 明 , 分 贺 域 二 Qtw) 中 的 整数 怡 为 zo 十 
十 一 十 Qn 5 二 22) 一 1 全 2Z, 也 就 是 说 , {1 ,54,… ;如 } 蚌 
Or 的 Z- 基 ， . 


§1.2 莹 元 素 
整 教 的 概念 极 易 推广 为 “ 整 元 素 " 的 概念. 


定 尖 1 设 A 为 会 乏 交换 环 , 含 于 交 挽 环 忆 中 ,a€EC, 若 a 
满足 4 上 某 首 一 多 项 式 A(X)E 4A[ 久 1( 或 者 说 a 是 了 (CX) 的 
根 ) , 旭 称 a 为 A 上 的 幕 元 率 (integral element) ,或 称 a 存 A 上 
是 整 的 , 称 f(z) 二 0 为 a 的 整 性 方程 , 若 环 B 中 的 所 有 元 素 在 
妨 上 均 是 整 的 , 则 称 环 如 在 A 上 是 整 的 .C 中 在 4 上 整 的 元 素 
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全 性 称 为 4 在 CC 中 的 整 财 包 . 兰 此 束 闭 包 等 于 4 , 则 称 44 在 C 
中 是 整 闭 的 . 若 4 在 其 分 式 威 中 是 整 闭 的 , 则 称 4 是 整 闭 的 

为 此 代数 整数 就 是 4 一 全 工 的 整 元 素 , 和 上 节 一 梯 知 ;者 4 
有 分 式 域 ( 也 称 商 域 ) 玉 , 则 对 到 上 任意 代数 元 c, 均 存在 某 a€ 
4 使 sa 为 A 上 整 元 素 .以 下 结果 和 证 明 与 上 节 几 乎 完 会 相 同 ， 
仅 需 注意 上 节 说 到 加 法 群 ( 即 Z- 模 ) 处 ,现在 换 为 4- 模 ， 


定理 1 设 4CC 均 为 含 么 交换 环 , 则 对 seEC, 以 下 各 合 题 
等 价 : 

(i) ae 为 4 上 的 整 元 素 ， 

(Gi) 环 A[a] 是 有 限 生 成 的 4- 模 . 

Cti) 存在 环 BCC, 使 是 有 限 生 成 的 A- 模 且 傅 a. 

iv) 存在 非 零 4- 模 有 CC 使 百 是 有 限 生 成 的 4- 模 , 且 aB 
CB. 


系 1 设 ACC 为 交换 环 , 车 a, BEC 是 A 上 整 元 素 , 则 a 
士 B, 哈 均 为 太 上 整 元 素 . 特别 知 C 中 在 A 上 整 的 元 素 全 体 为 
一 个 环 . 


系 2 人 0 设 4CC 为 变换 环 ,a,PEC. 若 在 4 上 是 整 的 , 
在 4[e] 上 是 束 的 , 则 4[a, 的 是 有 限 生 成 4- 模 . 

Gi)( 整 性 的 传递 性 ) 设 4 已 BCC 为 交换 环 . 若 百 在 4 上 是 
整 的 ,C 在 BB 上 是 整 的 , 则 忆 在 A 上 是 整 的 . 


证 明 i) 由 定理 1 知 ALa] 是 有 限 生 成 的 24- 烧 , 设 &,…， 
“a, 是 其 生成 元 , 即 A[aj = > ,4u. 又 田 定 理 1 知 4fe, 门 是 有 限 
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生成 的 ALa]- 模 ,， 设 黄 生 成 元 为 由 ， 即 ALa,B] 一 
ale]B. 于 是 A[a,8j 作 为 4- 模 以 (a0 之 i 之 n,1 福 j 扬 
mm) 为 生成 元 , 这 由 下 式 易 知 : 
AlasP1 = 人 hfajby = DPA = AmA), 
di) 枉 取 aEC, 则 a 在 BB 上 是 整 的 , 故 有 和 多项式 
RITR HE, KX ttb (EB, lin) 
使 fia) 一 0. 令 B' 二 A[ 如 ;5B_!]; 则 有 4CB'CBCC,. 上 式 说 
明 在 玉 上 是 整 的 . 又 因 &EB 在 4 上 上 均 是 整 的 ,连续 运用 上 
述 (1) 知 吾 [ 拉 一 AL 四] 是 有 限 生 成 4- 横 .页 sa 在 4 
上 是 整 的 (定理 1). 即 知己 在 A 上 是 整 的 . 口 


命题 1 唯一 析 因 整 环 是 整 闭 的 . 


证 明 设 44 为 唯一 析 因 整 环 ,天 为 其 分 式 域 ,a€EK 在 4 上 
整 ,于 是 满足 4 上 首 一 多 斋 式 ; 
二 ai 十 当 十 aa 十 ao 一 和 {a 人 EA. 
设 w=ajb，a， bEA 旧 耳 素 ; 代 入 上 式 去 分 母 得 
a" tas_iba™ lab" ‘a ab'=0, 
套 5je', 队 而 5 为 单位 ( 因 a 和 4 互 素 ), 即 a=a/bE A. 四 
将 上 述 整 性 运用 到 代数 整数 环 Ox 上 , 则 易 知 有 : 


系 3 (iD) 中 的 代数 整数 环 即 为 Z. 
fii) 设 下 CL 为 二 数 域 . 则 Cr 恰 为 在 Ox: 上 整 的 工 中 元 素 
全 体 . 即 Oi 是 Ox 在 工 中 的 整 闵 包 . 
(ii) Ox 在 天 中 和 整 闭 ( 即 在 Ox 上 整 的 天 中 元 素 集 恰 为 
Ong). 
14 


《iv 帮 是 Or 的 分 式 域 . 


证 明 (i) 由 命题 1 即 知 . (i》O, 中 元 素 均 在 于 上 整 , 故 在 


Or 上 整 .反之 若 uE 工 在 Or 上 整 , 则 由 系 202) 知 g 在 Z 上 整 ， 


好 ED iD 设 aEK 在 Ox 上 整 , 刚 在 工 上 整 , 即 和 和 De (iv} 
投 aEK 则 存在 a€2Z 使 zgEOx, 歼 gx 属于 Ox 的 分 式 域 ， 口 


现 将 上 述 整 性 运用 到 域 K 上 , 则 易 知 有 : 


系 4 (i 设 ACB 为 二 整 环 ,8 在 4 上 是 整 的 . 则 A 与 B 
或 同 为 域 ,或 同 非 域 . 

(ii)a 是 域 K 上 整 元 素 包 < 是 域 反 上 代数 元 素 , 这 也 相当 于 
KLa] 一 KC(w) 基 上 上 有 限 维 线性 空间 ， 

ii) 设 e 是 域 玉 上 代数 元 ,有 是 威严 Ca? 上 代数 元 , 则 A[a， 
站 蚌 下 的 代数 扩张 . 

Cv) 设 尺 CCLCM 为 三 个 域 , 且 工 是 到 的 代数 扩张 ,M 是 工 
的 代数 扩张 , 则 M 是 天 的 代数 扩张 且 

LM : KJ]=[CM: LJLL: Kl]. 


证 明 《6 设 4 为 域 . 任 取 V 关 8EB, 则 由 定理 1 知 AT8 1 是 
有 限 维 线性 空间 ( 即 有 限 生 成 4- 祯 ). 定义 了 它 的 一 个 线性 变 
换 z Fpz, 是 单 射 { 因 旦 是 整 环 ) , 故 也 是 满 射 ,从 而 在 在 入 全 
4[ 问 使 BB' 二 1, 即 有 可 道 . 故 吾 为 瑾 .反之 , 设 日 是 域 . 任 取 0 天 
eaE 4, 刚 wa 有 道 元 oa :EB, 满 足 A 上 首 一 多 项 式 
gai 十 二 aa 十 ao 一 和 (aE AY). 
两 演 同 乘 以 o: 即 得 o:E4, 大 4 是 域 .Gi 一 (iv 显然， 


习 题 
1. 设 4 为 整 环 , 六 为 其 分 式 域 ,LK 为 任 一 扩张 ,BB 为 妇 
在 上 中 的 整 闭 包 . 
(1) 设 aE 兵 门 呈 , 刚 存 在 c 关 0E BA 使 cx EAln=1,2,3， 
vv 
(2)》 若 A 是 整 闭 的 , 则 人 8 二 A. 
(3) 着 A 是 处 闭 的 ,a€8B, 则 a 在 天 上 的 首 一 极 小 多项式 
系数 属于 A. 
(4) 车 4 是 整 闭 的 ,FEyEA4LX] 为 首 一 多 项 式 . 则 (XX) 
在 4 工 不 可 约 当 且 仅 当 在 天 上 不 可 约 ， 
(5) 车 IL/KK 是 代数 扩张 , 则 工 旺 BB 的 分 式 域 . 且 aE 工 均 可 
甫 为 Be, BEB, cEd., 


8 1.3 上 共 轿 与 风 入 , 迹 与 范 


设 天 为 域 工 和 二 是 天 的 两 个 扩张 , 凡 上 一 上 L' 为 域 的 辐 构 
肌 射 . 若 ?> 限 制 到 天 上 为 恒 等 映射 , 则 称 ? 为 扩 - 同 构 ( 趴 射 ), 称 
谤 与 天 为 玉 - 同 构 或 芒 共 弧 , 记 分 别称 为 捕 上 同 枸 和 共 斩 
《eonjugate over 天 ), 对 oELI, 称 gt0) 为 的 共 应 元 .车 5; LC 
为 域 的 典 人 入 ( 即 环 的 单 同 态 ,这 里 设 C 是 天 的 一 个 扩张 ) 且 限制 
到 玉 苇 为 恒 等 映 射 , 则 称 a 为 太 - 杠 入 CK-Embedding) ;此 时 工 
与 oC]) 是 天- 同 宰 (天 - 共 二 ) 的 . 数 域 工 到 复数 域 C 的 作出 入 也 
简称 为 嵌入 ， 


定理 1 设 玫 为数 域 , 工 为 其 = 次 扩张 . 则 二 到 复数 域 C 恰 
有 nn 个 不 同 的 下 -说 入 .类似 地 ,天 到 C 的 每 一 个 赔 入 a 洽 可 延 
拓 为 x 个 工 到 CC 的 不 同 柑 入 ot1 人 i 和 n). 
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证 明 只 需 证 后 一 结论 ,再 令 gs 一 1 为 恒 等 映 射 即 得 前 一 结 
论 , 取 aELiL 一 久 , 设 A(X) 为 其 在 天 上 极 小 (不 可 约 ) 多项式 ,以 
g 作用 于 了 的 系数 得 多 项 式 #f, 则 of 在 skK 上 土 不 可 约 ,应 及 
址 deg( 门 个 鼎 异 复 根 ,对 每 个 息 根 m 及- 同 构 5: KC) 一 
(tayo roo 是 go 的 娃 拓 民 之 [之 m). 而 0 也 只 能 有 这 束 个 
延 拓 ,因为 每 个 延 拓 rz 由 zz 唯一 决定 ,而 re 必 为 of 的 菜根 &. 
由 归纳 法 可 设 玉 (o 的 等 个 同 构 坟 到 开 有 [ 工 :天 (Ce 个 延 拓 ， 
故 o 到 工 的 延 拓 个 数 为 [LL: KtayJym=[L: KCa}yJ KCa)y:K] 
=[L: K]=n. [i 


例 1 设 上 QCvVm) 为 二 次 域 , 则 下 到 C 有 两 个 让 入 : 
atb vm reat ym. 


例 2 设 上 一 Qim) 为 mm 级 分 圆 域 , 则 太 到 C 有 ylm) 个 赂 
入 ;> 结 全 与 mm 生 素 站 小 于 m). 

设 荆 为 Q 的 na 议 扩 张 ,so 是 工 到 C 的 嵌入 . 若 oL 人 CR, 则 称 s 
为 实 谋 人 ,否则 称 为 虚 ( 复 ) 嵌 人 . 若 o 是 开 诬 入 ; 则 令 5(a) 二 ala) 
可 得 共 轿 税 入 5. 故 可 设 共 有 m1 个 空 嵌入 ,2r， 个 虚 嵌 人 7 十 27 


一 所. 


定理 2 每 个 代数 数 域 开 均 为 已 的 单 扩张 , 即 天 一 @Ca) 
(此 “ 称 为 本 原 元 素 )， 


证 明 设 [ 及 :8 一 =: 度 定 理 1 知 天 到 C 有 个 不 同 嵌 人 
mLSi<n). 我 们 将 设法 取 ae 天 使 ma 彼此 不 同 ,于 是 “一 aa 
17 


在 色 上 的 极 小 多 项 式 至 少 有 于 个 互 异 根 ca, 从 而 L&ke) :0Q] 之 
2; 邵 知 天 一 和 (o). 为 此 考虑 方程 olx) 一 a;(x), 它 的 解 zEK 全 
体 是 Kk 的 一 个 子 集 LE 当 i 时 ,Vi 是 K 的 真子 空间 ， 由 线性 
代数 内 容 可 知 , 存 在 «EK 使 a&V; 对 任意 1 达 i,j 达 成 立 ( 例 
如 , 见 [zh224] 第 75 页 ). 这 就 证 明了 定理 . LL] 


注 记 (可 分 扩张 ) 设 L/K 为 域 的 # 次 扩张 ,C 为 工 的 代数 
闭 包 ,sr 蚌 直 到 CC 中 的 任 一 个 嵌入 .#5 到 虐 上 延 拓 的 个 数 称 为 
LIK 药 可 分 次 数 , 记 为 区: 天 ]s( 不 依赖 于 o 的 选取 ), 而 LL: 
下] 上 = 二: 工 : 民 ]/[LL : Kjs 称 为 不 可 分 次 数 . 若 [ 工 : 天]s 一 2 则 称 
LiK 为 可 分 扩张 . 完全 域 天 的 任 一 代数 扩张 均 为 可 分 扩张 《长 
为 完全 域 是 指 :天 的 特征 为 0; 或 者 严 " 一 天 (天 的 特征 为 n 关 0 
时 ))》. 因此 只 有 讨论 有 限 域 的 超越 扩张 , 即 记 《XX) 的 扩张 时 , 才 会 
遇 到 不 可 分 扩张 . 

以 上 两 定理 对 可 分 扩张 也 是 成 立 的 . 详 言 之 , 设 L/ 直 为 nn 
次 可 分 扩张 , 则 (1) 工 到 其 代数 闭 包 C 有 有， 个 不 同 的 并- 嵌 人 # 
(2) 卫 一 天 (oa 对 某 EL 成立- 前 者 包含 在 可 分 扩张 的 定义 中 ， 
后 者 可 类 似 于 和 定理 2 证 明 . 


对 这 与 范 的 概念 ,首先 回忆 线性 代数 . 设立 是 域 天 上 = 维 
线性 空间 ,中 是 其 线性 变换 . 取 定 了 上 的 基 之 后 ,9 有 方 阵 表示 MM 
二 《aw)，aj 人 下 , 则 定义 几 和 的 迹 、 范 (或 行列 式 )、 特 征 多 项 
式 为 : 

Trip})= Tr =a 二 Aon; 
NP)=—=det(p)=det tM) , 
fprR)= fu KR)=det( XI —M) 
一 大 十 Ti 交大 十 十 (一 17N (Pp). 
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自然 有 Tr(p 由 = 二 Tr(@D) 一 Tr,N {pb) 二 NCP)N Cp}. 上述 
概念 可 稍 作 推 广 , 设 了 是 秩 为 nn 的 自由 4- 模 ( 即 中 每 个 元 素 
可 唯一 地 表 为 aia 十 … 十 Qsass 4;EA)， A 为 交换 环 , # 是 其 自 
回访 ; 则 仍 有 上 述 定 关 和 结果 ， 


定义 1 设 4C 吉 均 为 洁 么 变换 环 , 且 百 是 秩 为 的 委 由 
生 模 (例如 有 4 己 B 均 为 数 域 ). 于 是 每 个 EB 定义 了 B 的 一 个 自 
同 态 

Fe rar, 
则 q; 的 迹 , 范 (或 行列 式 ) .特征 多 项 式 分 别称 为 对 于 B/4 的 
迹 . 范 .和 特征 赦 项 式 , 分 别 记 劣 TrarafaJswprata]yraa fy 
足 标号 /4 也 可 省 略 ， 

显然 对 任意 whE 和 wEQ4 均 有 Tria 一 由 一 TrgCe) 十 
TreB), Trira) 一 ATrfeyyTrge = ngs NiaB} = N (oa) N ， 
Nra)=r Noa), NCE =w". 


定理 3 设 IL/K 是 数 域 的 天 次 扩张 ，xE 工 在 天 上 的 极 小 
多 项 式 产科 ?的 复 根 为 m，…， co 这 即 为 w 的 天 -法 斩 元 )，d 一 
区 :天 (ao 则 ae 对 于 工 / 天 的 迹 . 范 .和 特征 多 项 分 别 为 
Trea)—ad (at To} Adlrrwr(a), 
Nt) = (ama) = CNgearr Co) )”, 
FAR AR NR) (XY. 
当 上 /KK 为 任意 mx 以 可 分 扩张 时 ,以 上 结论 仍 成 立 ; 此 时 a.…， 
m 是 让 革 ) 在 工 的 一 个 代数 闭 包 Ci 中 的 根 . 


证 明 首先 设 届 ==1. 于 是 LEK(OTKIXYUCX)Y,H 
la sa”! 星 荆 的 天 - 基 . 设 
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二 十 G 二 十 如 一 有 《ai 人 下)， 
则 定义 I 中 名 的 方 性 表示 为 A(X) 的 友 阵 


0 0 — a 

1 i a 

M=|0 1 | : 一 a 
: 0 

0 1 0 1 一 a: 


由 此 知 (RX) 一 det(X7 一 M)=f(X),，Tr(a) = 一 Qj 一 十 *… 
te fa 一 《一 1) Go 一 Wo。 

再 考虑 一 般 情 形 , 此 时 1,aeyer-: 是 天 (go 的 六- 基 , 设 岂 ， 
8 是 工 的 天 Co)- 基 , 则 {e8)} 是 工 的 尼 - 基 , 故 儿 的 方 阵 表示 
为 
M 


1 一 一 


由 此 即 得 定理 1. | 口 


定理 4 局 ) 设 I/K 为 数 霹 有 限 扩 张 , 则 工 中 整数 a 的 迹 、 
范 , 和 特征 多 项 式 系数 均 是 天 中 整数 . 

《2)? 设 工 /天 为 有 限 可 分 扩张 .天 为 整 环 4 的 分 式 域 ,aE 工 
是 A 上 整 元 素 . 则 = 对 于 工 / 玉 的 迹 . 范 .和 特征 多 项 式 系 数 均 
在 4 上 是 整 的 , 且 属 于 (特别 着 4 是 整 团 的 , 则 它们 均 属 于 
有 AY). 


证 明 只 需 证 后 一 断言 . 定理 3 对 此 情形 仍 成 立 , 故 仅 需 证 

明 e 的 天- 共 轿 元 wo 均 在 4 上 是 整 的 . 这 巧 显然 的 ,因为 

它们 是 a 的 极 小 多 项 式 CA 上 首 一 ) 的 根 . 门 
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定理 $( 链 性 》 设 域 KCLCM, 则 对 a&E MM 有 
‘Trewt TY {oa} ) =Tryx(e) 1 
NgCNur ta)) = Na (a), 


证 明 设 a 在 天 上 的 ( 首 一 ) 极 小 多 项 式 为 AX), 在 LL 上 
作 不 可 约 沽 子 分 解 :A(X) 二 fj 可 设 a 在 IL 上 的 极 小 多 项 
式 为 .于 是 Nua) 即 为 有 的 常数 项 的 4 次 里 (4d 二 [MM : 
Le) 小 ,再 对 L/K 取 范 即 是 各 所 常数 项 过 次 寡 之 积 , 即 /CX) 
的 常数 项 的 4 次回 , 恰 为 a 对 M/K 的 范 .对 迹 类 似 可 证 . 口 


林 题 
1. 列 出 如 下 域 到 CC 中 的 钳 入 :K,=QtY qd),K,=Q(t)， 
KK, 一 QC YY 2 ). 那些 嵌入 是 域 的 自 同 构 ? 
2. 设 x 是 数 域 天 的 单位 ( 即 * 和 x) 均 为 整数 ), 证 明 + 到 
双 的 范 为 士 1, 证 明 这 也 是 整数 ” 为 单位 的 充分 条 件 . 
3. 证 明 9 十 Y10 在 2 v10] 中 不 可 约 ; V3 gQCY2).( 提 
示 : 用 范 和 迹 ) 


$1,4 元素 的 判别 式 


首先 回忆 线性 代数 见 ([Zh22]). 设 V 是 域 上 上 x 维 线 性 
空间 :; 是 VY 上 一 非 退 化 的 双 线 性 型 (g 足 非 退化 的 定 交 为 :不 
存在 固定 的 非 零 使 g(a;8) 一 0 对 任意 PB 成 并 设 els*** se 
是 WV 的 基 , 则 方 阵 G 二 (gtei,ey)) 称 为 g 在 上 述 基 下 的 方 阵 ( 表 
示 ) ,于 是 g(a; 语 二 x Gy 对 任意 4,BEV 成 江 , 这 里 z,y 是 a,8 
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的 坐标 列 ,zx' 表 示 x 的 转 置 . g 非 退 化 相当 于 detG 关 0. 
对 任意 mo 全, 方 阵 Ctel oa 一 (ayo)) 称 为 
Gram 方 阵 , 其 行列 式 称 为 ay… ,a 的 判别 式 (Discriminant) ， 
Discktar sa) —=det(g la, a)), 
教 Glersw'yes) 二 GDisc(eys7 ern) 二 detPP 隆 0. 设 久 在 基 {e;} 下 
的 坐标 列 为 Pj= pir" pni) ; 即 对 方 阵 六 二 《ai 有 (ak 四 
二 (Ceormse)P, 因 此 ,r,s@, 线性 无 关 当 且 仅 当 detP 夭 六 而 
Discla yo,) =det(g lo mm))—=det( PGPN)) 
—det(P'GP}= (detG)detP: 
=Disclers" en) Ydetp’, 
这 说 明 
at 闭 性 无 半生 Discta ?天 由 


注 记 车 VW 对 内 积 g 是 欧 几 里 得 空间 (地 域 KK 其 实数 域 子 
域 , 且 g 是 正定 对 称 的 ) {e} 为 标准 正 变 基 , 则 判别 式 Disc a:, 
0) 一 detP? 怡 为 向 量 wa 所 来 平行 体 的 体积 (测度 ) 
detP 的 平方 (因为 了 的 各 列 是 各 向 基 w 的 坐标 )， 

特别 若 取 人 为 四] En 的 对 偶 基 ， 即 满足 ;g(aise,} 
二 全 /;，6; 一 1 或 0( 依 i 一 j 与 否 ), 则 gaiya) 二 gapwet 十 
五 we 一 六 :机 Discta tn oa) =det (py) =detP. 由 于 {a;} 玫 {ee;} 
的 过 小 方 阵 为 PP, 故 Disc (ew,e) 二 detP 1!; 即 知 Disc Co， 


“R= DNscterr en) = 1. 


现在 转向 讨论 L/K 为 域 的 次 扩张 ,工作 为 尺 上 线性 空 
间 具 有 一 个 自然 的 对 称 双 线 性 型 (内 积 ) 
到 fa 月 ?一 Trfa8)， 
这 里 Tr 表示 对 于 L/K 的 迹 . 车 下 为数 域 (或 L/K 是 可 分 的 }， 
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则 中 是 非 退 化 的 ,如 举 有 国定 的 非 零 m 使 Tr 让 二 9 对 任意 户 
成 立 , 则 意味 着 Tr 人 CD)=0, 此 不 可 能 (例如 见 S Jeng 所 著 
Algebra ,第 211 页 ). 于 是 上 述 关 于 WV 和 8(a, 人 的 一 切 均 适 用 
于 环 和 Trka8), 以 后 站 是 以 TrCep) 为 扩 域 的 由 各 -号 工 
对 于 ZL/K 的 判别 式 记 为 

Diserpxtassa) 或 Discfa nso) 或 Da, ,a,). 


定理 1 设 L/K 为 数 域 的 (或 可 分 的 ) 欣 扩 张 ,o(i 太 i 所 
?是 也 的 五- 共 谍 ,ai yo 三 工 . 则 

{i) Discta sr so) det( Tr(aa)) —det (oa,):. 

(iD 车 也 一 民 (o7 记 本 a 一 站 一 a 则 1 的 (也 称 为 
的 ,或 其 极 小 多 项 式 的 ) 判 别 式 

Disetlyas 0 1 = dei{a)’ 一 Li 一 aa) 


So 31 Sn 一 1 

号 1 Be Sn 加 , 

— det 一 《一 1 7 Vax (Ca). 
上 5 za 一 2 


其 中 s 王 以 十 … 十 攻 ,P te 为 & 的 要 小 多 项 式 护 X) 的 导数 值 ， 
C 产 (Qo) 称 为 a 对 上 /EK 的 差分 ) 


证 明 《由 如 下 的 方 阵 伍 等 式 即 得 : 
(Caiai 《arai 一 《TTC0 
Qi) 由 Yandermonde 行列 式 即 知 前 三 式 柱 等 , 计算 出 
ts) (Ge0) 则 知 其 与 第 四 式 相 等 , 又 由 于 
NY OK), 
其 导数 值 及 其 范 为 
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Fta) = THee 一 人 
Nxf (OW = F(a) fa) om [lo) 
i 
= TE — %). 
故 知 最 后 的 等 号 成 立 ， 口 
例 1 设 AGCGI= 安 十 aX 二 为 wE 工 在 天 上 的 极 小 多 项 
式 .于 是 了 (XX) 一 nX"! 十 qa, 按 上 节 方 法 , 考 虚 由 证 '(4) 决 定 的 
天 to 上 的 线性 变换 中 9 rw 由 1 二 0 十 a 
一 (ae 一 aa 一 等 等 , 易 算得 9 在 基 1,… ,a"!' 下 的 方 阵 表示 为 
a 一 ?于 1 
M _ Han 
一 nb 
nn dO dn 
议 Ag (8) 一 detM 一 ata 一 gn7” i! 十 2"8”!, 即 得 
Disctl ase sa 1) 
= ly a nm 1)"™ +n bp )， 
特别 #4=2 时 得 中 :十 eX 十 的 判别 式 为 a 一 46. 2 一 3 时 得 
生 十 这 十 9 的 判别 式 为 一 (4 十 27g*). 


8$1.5 整 基 和 域 的 判别 式 


设 工 /K 为 数 域 的 = 次 扩张 , 则 了 工 的 整数 环 0, 是 O- 模 .此 
模 显然 是 元 挑 的 ( 即 aa 关 0 对 任意 非 等 的 a2€ Or 和 aE Ot 成 
立 ). 我 们 将 证 明 Or 是 一 个 自由 Ox- 槛 M 的 子 神 . 往 意 , 阁 4 为 
任 一 环 ,那么 “M 是 牧 为 n 的 自由 A- 模 "的 意义 为 ;存在 «1,…， 
mmE 对 使 于 中 任意 元 素 可 唯一 地 表 为 ciw 十 … 十 cai 此 时 也 

24 


记 为 邮 = da 四 … 四 4u, ;而 ,ya 称 为 对 的 4- 基 . 


定理 1 设 雹 /天 为 数 域 的 次 扩张 . 则 CO 是 一 个 特 为 
n 的 自由 Ox- 模 的 子 模 . 而 当 Ox 是 主 理想 环 时 (人 稍 如 大 一 必 而 
Ox 二 2 时 ) ,Or 是 秩 为 上 的 自由 Ox- 模 . 

《ii 设 L/K 是 特征 为 0 域 的 a 次 扩张 ,KK 为 环 4 的 分 式 域 
且 4 是 整 闭 的 , 吾 是 4 在 工 中 的 整 闭 包 ( 即 在 4 上 整 的 工 中 元 
素 全 体 ). 则 中 是 一 个 秩 为 上 的 自由 十 模 的 子 模 . 若 4 是 主 理 
想 环 , 则 B 是 秩 为 的 自由 4- 模 . 


证 只 和 需 证 Gi), (让 是 其 特例 :4=Ox,B=O4, 设 sey 
是 工 的 天- 基 , 可 设 m 均 为 4 上 整 元 素 ( 否 则 属 以 A 上 适当 元 素 
即 可 ， 由 § 1. 2) 设 Br, 是 [i 的 对 偶 到 - 基 ， 于 是 
Tr(a8i) 一 8 任 一 a€B 可 表 为 =@pB 二 二 asBrdEK(1 二 
i 之 n), 于 是 Triaa) 二 a1, 故 &, 在 4 工 是 灯 的 (81.3), 从 而 ai 
有 (Zi): 即 a€E A 有 PB 四 ~… 狼 APB.. 即 知 B 是 自由 模 MM=AP1 虽 
… 中 48,. 的 于 模 . 当 A 为 主 理想 环 时 ,有 事实 “ 秩 为 # 的 自由 4- 
模 轩 的 子 模 均 为 自由 模 ,理子 模 BB 的 秩 不 超过 2". 在 本 定理 情 
形 下 ,B 的 A- 基 也 是 工 的 下 - 基 ( 因 工 中 元 素 可 表 为 a/a,a&€ 8B， 
ae 4). 故 吾 的 秩 ( 即 4- 基 的 元 素 个 数 ) 为 n. U 


对 于 定理 1Gi) 中 的 扩张 工 /天 , 若 召 是 自由 4- 模 , 即 若 8 二 
4a 中 … 电 4， 刚 称 GO 为 B 的 4- 基 ,或 Li/K 的 整 基 
(integral basis), 当 到 Q 时 , 数 域 扩张 L/K 的 整 基 也 称 为 相 
对 整 基 , 不 一 定 存 在 . 如 果 扩 张 L/ 尺 有 整 基 a,… ,es, 则 定义 
LAK 的 判别 式 (理想 }) 为 其 整 基 的 判别 式 所 生成 的 4 的 理想 : 
Disc CL/EKE)= CDiscla 30) ), 


25 


也 记 为 DCL/KK). 这 一 定义 不 依赖 于 整 基 的 选取 : 设 启 ,…' ,PE 
互 , 则 
Bis) = 0 0) DP, 

方 隆 P 的 系数 属于 4; 于 是 由 土 节 知 

DIB B= Dr a (det Py, 
即 任意 # 个 整 元 家 的 判别 式 是 整 基 判别 式 的 平方 倍 . 若 要 让， 
有 也 为 整 基 , 它 与 名 ,…' ,a 应 能 互相 线性 表 出 , 故 PP-! 的 系 
数 也 属于 A( 即 detP 为 单位 》; 故 不 同 整 基 的 判别 式 相差 一 个 单 
位 的 平方 (detP)? 售 , 它 们 生成 的 理想 是 相等 的 , 特别 当 玉 = 
时 ,单位 只 有 士 1, 故 不 同 整 基 的 判别 式 都 是 相等 的 ,此 时 域 的 对 
别 式 Dise(L /他 ) 定 义 为 任 一 整 基 的 判别 式 , 而 不 必 再 定义 为 它 
生成 的 理想 . Disc(z7/@) 常 记 为 Disc(Z 或 万 ( 工 ) ,也 称 为 工 的 
绝对 判别 式 . 我 们 已 证 明了 如 下 定理 2. 


定理 2 若 扩 张 L/K 有 整 基 ( 即 若 旦 是 自由 4- 模 ), 则 2， 
"BEB 是 LI/K 的 整 基 的 充分 必要 篆 件 为 (DCBL,… ,PB,)) 一 
DLAK)., 


定理 3 (1) (Stickelberger 判 则 ). 数 域 工 的 绝对 判别 式 满足 
CD 二 0 或 (mod 4)， 
(2) 数 域 工 的 绝对 判别 式 DD(L) 的 符号 为 (一 1)", 旭 
DCD)=={—1)|D(L) ， 
其 中 27; 为 工 到 RC 的 虚 嵌 入 个 数 . 
证 设 m 和 mm 是 工 的 绝对 糖 基 , 则 DCL)= (det (ra))? 
(a; 是 工 到 CC 的 @ 一 嵌 人 )). (1) 行 列 式 det(oo)) 是 rn! 项 之 和 ,每 项 
对 应 着 {1,… ,nn} 的 一 排列 . 记 其 中 正 号 项 (对 应 侦 排 列 者 } 之 和 为 PP， 
负 号 项 (对 应 奇 排 列 者 ) 之 和 为 N; 则 DCL)==(P 一 N)*:= (PN)? 
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一 4PN ,注意 P 一 N 和 PN 在 作用 下 均 不 变 (e 的 作用 相当 于 重 
排行 列 式 各 行 次 序 , 故 王 , 六 或 不 蛮 或 互 变 )， 从 而 均 为 有 理 整 数 , 由 
此 立 得 (1)， 

(2) 注意 

detlaa,) =det (aoa) =det Cala)) = (— 1)"det (oe). 
最 后 -等 屿 是 因为 复 共 罗 变 换 恰 对 换 了 了 户 行 . 故 依 ~: 为 偶 , 奇 
数 ,detfaea 站 为 实 . 虑 数 ,也 (了 ) 为 正 , 负 数 . 口 


现在 转向 -- 般 情形 . 如 果 ZL/K 没有 相对 整 基 , 即 二 森 是 自 
由 4- 模 ,需要 引入 如 下 定义 . 


定义 1 设 虐 /K 为 域 的 次 扩张 如 定理 1; 则 其 判别 式 
Disc《IL/KR) 定 义 为 所 有 #- 数 组 Qs B 的 判别 式 Discta., 
om 生成 的 4 的 理想 ,也 记 为 DCLAKD). (以 后 会 看 到 ,此 定义 
等 价 于 说 D(C/KK) 是 所 有 理想 CDCa,… ,a,)) 的 最 大 公 因 子 ). 


例 1 设 尺 =QCYm) 为 二 次 域 ,已 因 其 整 基 为 {1, Vm} 
〈 当 亚 王 2 或 3(mod4))》 或 {位 ,和 十 WA)( 当 mn 二 ](rmod4)) 


C$1.1), 在 两 情形 下 , 易 分 别 计算 得 其 判别 式 为 
Dise(K7 一 4 或 芭 . 


本 
1. 求 20wv3a ,YY5),Q(CY2 ,ww3) 的 判别 式 . 
2. 求证 A(X) 二 =X 一 X 一 1 在 @ 上 不 可 约 . 设 。 为 其 一 复 
根 , 玉 一 &@(a). 求 万 (lavc ,并 由 此 求 天 的 整 基 . 对 .AR) 一 哎 
十 10X 十 1 考虑 同样 的 问题 . 
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第 二 章 “” 诺 特 环 与 戴 德 金 环 


数 域 的 整数 环 中 , 理想 可 唯一 分 解 为 素 埋 想 之 机 .这 是 代数 
数论 的 基础 . 本 章 主 要 讨论 这 一 理论 . 历史 上 ,人 们 在 研究 费 尔 
马 大 定理 和 高 次 互 反 律 时 , 肌 到 了 复数 不 满足 唯一 因子 分 解 律 
的 困难 , 最 简单 的 例子 是 

2 .3 一 6 一 (十 v 一 55(1 一 w 一 5)， 
容易 看 出 2,3,1 十 vw 一 5,1 一 wv 一 5 都 是 二 次 域 Q(Y 一 5) 整 数 
环 中 的 不 可 约 元 ,互相 也 非 结合 元 素 ( 考 虑 元 素 的 范 即 可 知 ). 故 
这 确 是 6 的 两 种 不 同 分 解 .Kummer 为 了 克服 这 一 困难 ,发 明了 
“理想 数 ” 的 概念 , 后 经 发 展 ,建立 了 整数 环 及 Dedekind{ 戴 德 
金 ) 环 中 的 理想 瞧 一 分 解 理论 , 竟 定 了 代数 数论 的 基础 . Noether 
《 诺 特 ? 环 是 稍 广 话 些 的 一 类 整 环 , 在 代数 几何 等 领域 非常 重要 . 


32.1] Noether 环 


定理 1 (Noether 模 ) 设 4 为 ( 含 么 交换 ? 环 ,M 是 4- 模 ， 
则 以 焉 条 件 等 价 5 满 足 条 件 之 一 的 模 M 称 为 Neether 模 ): 

COD (级 大 条 件 )i 的 每 个 非 空 子 异族 中 均 有 极 大 元 { 即 不 含 
于 此 族 中 其 它 子 模 的 子 模 )， 
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4ii) 〈 有 限 生成 条 伴 》 对 的 每 个 子 模 均 是 有 限 生 成 的 . 

(ci)《 升 链条 件 ) 对 中 子 模 的 每 个 升 链 均 是 稳定 的 ( 即 对 每 
个 子 模 的 序列 训 记 好 己 计 ;Cy 必 存在 # 使 MM, 一 Mn 二 MM 
= 》 


证 , GD 一 fit): 设 瓦 是 好 的 子 模 , 台 是 五 的 所 有 有 限 生 成 的 
子 模 集合 . 因 零 子 模 属 于 总 , 故 召 非 空 ,由 (知人 在 有 极 大 元 , 设 
为 FF. 任 取 xEE,F 十 Ax 也 是 有 限 生成 的 子 模 , 故 必 有 下 十 Ax 
一 五 , 即 xEF. 因 此 =F,E 且 有 限 生成 的 . 

(说 过);: 设 避 MCCM;CM;C*" 是 MM 的 子 模 升 链 , 则 一 
,>=1MM, 是 必 的 子 模 ,由 (ji) 知 EE 是 有 限 生成 的 , 设 它 的 有 限 个 
生成 元 六 分 别 属于 MAM 之 … 芝 ,于 是 当 a 之 
n; 时 总 有 M,= MM, =E, 

《ii 全 人 :假定 存在 MM 的 一 个 非 空子 模 族 5 无 极 大 元 . 任 
到 子 模 MES, 则 3 中 应 有 子 模 M; 包含 M, 而 不 等 于 MM, 又 因 
5 中 无 级 大 元 , 故 S 中 应 有 子 模 Mi 包含 Mi 而 不 等 于 Mi. 如 此 
续 行 , 则 可 得 一 无 根 升 链 ,与 (iii) 了 矛盾. 口 


环 4 自身 是 一 个 4- 模 ,理想 是 此 模 的 学 模 . 因此 可 用 研究 
模 的 方法 研究 环 和 理想 , 如 果 环 4 作为 A- 模 是 Noether 模 , 则 
称 为 Noether 环 .特别 可 知 , 环 4 为 Noether 环 当 且 公 当 以 
下 等 价 和 杀 件 之 一 -成立 ; 

(i) ( 极 大 条 忻 ) 环 4 的 每 仿 非 空 理 息 族 均 有 租 大 元 . 

(ii) {有限 生成 条 件 } 环 4 的 每 个 理想 均 是 有 限 生成 的 . 

(证 》《〈 升 链条 件 ) 环 4 的 每 个 理想 升 链 均 是 稳定 的 . 
主 理想 环 显 然 均 是 Noether 环 ( 由 (iii))， 
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定理 2 (i) 设 对 是 4- 模 ,EE 是 其 一 个 于 模 . 则 MM 为 
Noether 模 当 有 旦 羽 当世 和 Mi 上 EE 均 为 Noether 模 ， 

(2) 有 限 个 Noether 4- 模 的 直 利 仍 为 Noether 模 . 

(3) Noether 环 4 上 有 限 生 成 的 4- 横 必 是 Noether 模 . 


证 《1) 之 :五 的 子 模 是 财 的 子 横 的 一 部 分 , 故 由 定理 160) 
知已 是 Noether 模 . M/E 的 子 模 格 同 构 于 对 的 含 扣 的 部 分 子 
模 格 , 故 知 时 天 为 Noether 模 ， 

<: 设 乒 和 1 号 均 为 Noether 模 ,1CMCM 忆 是 对 
的 子 模 升 链 . 于 是 有 五 的 子 模 升 链 (CGMd 门 EC CM 站)C OM 
们 志 )CC…, 及 MIE 的 子 模 升 链 CGM 和 EYVEC CM 站 EY/EC 

.由 于 巨 和 剖 /E 为 Noether 模 , 杰 存在 NN 刁 当 nn 六 和 N 时 有 
M NE ME ATE 一 CM 十 51E. 我 们 要 证 明 
M, = Mtl. 任 取 zxE M1; 显然 存在 yEM, 太 忆 sts 人 下 使 7 十 e 
=y+er(modE) ,Bl zyE ME NE 故 7EM,, 所 以 
计 , 二 2M 1. 即 知 加 是 Noether 模 . 

C2) MBM 有 子 模 M 和 商 模 CMM227M 实 MM;, 故 由 
(1 和 1 中 1: 为 Noether 模 . 

(3) 设 对 是 有 限 生成 的 4- 模 ,生成 元 为 由 ,am* 则 朵 是 
自由 模 4 四 … 四 4 重 ) 的 商 模 ( 即 同 态 (1, 1) 一 人 
o) 的 象 ) , 即 得 所 向 证. Lj 


定理 3 (1) 任 一 数 域 工 的 整数 环 Ot 是 Noether 环 ， 

(2) 设 LIK 是 域 的 有 限 可 分 扩张 , 旦 斥 是 整 闭 Noether 环 
有 A 的 分 式 域 ,B 是 妇 在 工 中 的 整 闲 包 . 则 B 蚌 有 限 生 成 的 4- 
模 , 也 是 Noether 环 . 
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证 只 需 证 {2). 上 章 已 证 明 8 是 - 秩 有 限 白 由 4- 模 的 子 
寞 , 故 妃 是 有 限 生 成 4- 模 , 故 首 是 Noether 4- 模 ( 因 A 是 
Noether 环 ). 此 外 ,8B 的 理想 均 荐 BB 的 4- 子 模 , 帮 它们 满足 极 
大 条 件 (定理 1(0), 这 说 明 也 是 Noether 环 . 口 


除数 域 的 整数 环 O 外 , 另 一 类 重要 的 Noether 环 是 代数 函 
数 域 的 “整数 环 ”, 即 在 定 惠 3(2) 中 设 站 = 六 (X) 为 域 上 的 有 
理 式 形式 域 ( 有 埋 范 数 域 ) 渤 为 k 的 有 限 可 分 扩张 .下 是 A= 
F(X) 的 分 式 域 ,4 在 工 中 的 整 闭 包 B=O4 称 为 工 的 理 数 (元 ) 
环 , 基 … Noether 环 , 更 一 般 地 ,( 多 元 ) 多 项 式 环 FTX1,*… ,XX ] 
及 其 前 环 艾 是 Noether 环 , 这 是 代数 儿 何 中 很 重要 的 环 ， 

任意 多 日 然 数 中 必 有 极 小 者 { 这 称 为 白 然 数 集 的 良 序 性 ( 按 
数值 排序 )) ,这 是 数学 站 纳 法 的 理 沦 根 据 . 证 Nosthet 模 的 任 间 
子 模 族 中 必 有 极 太 元 ,这 使 得 对 于 Noether 模 有 ?类 似 于 归纳 
法 ”的 方法 . 


习 题 
1. 整数 丈 Z 是 否 满足 降 链条 件 ( 即 每 个 理想 降 链 都 是 稳定 
的 )? 极 小 条 件 昵 ”Q[XX;i ;六 和 QC, 于) 又 念 样 ? 


§ 2.2 素 理想 与 分 式 理想 


设 A 为 舍 各 交换 环 , 信 为 其 理 得 .车 商 环 47 咎 是 整 环 5 即 
无 堆 因 于), 则 称 间 为 素 理 想 iprime ideal). 这 相当 于 集 人 台 4 一 
甸 对 贰 法 封闭 : 若 4 中 Ty FP 出 积 zy ( 即 xzy 关 ttmod 
外)1. 极 天 理想 均 是 素 理想 ,反之 不 真 . 
设 环 32D4.q9 是 吾 的 素 理想 , 则 
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多 =4 门 4 
是 和 的 素 理想 .事实 上 蜡 然 有 4 他 己 五 /9( 或 者 说 e 十 昌 ra 
十 9 为 单 射 :4/ 旬 一 B19) , 故 47 旬 是 整 环 , 即 知 单 是 素 理想 , 铬 
称 为 位 于 9 下 的 素 理 想 ;9 称 为 位 于 各 上 的 素 理 想 ,q 也 称 为 外 
的 〈 束 理想 ?因子 , 此 时 入 (的 元 素 ) 在 BB 中 生成 的 理想 外 B 显然 
含 于 车 中 , 即 
QBCq, 或 9 | PB. 


定义 1， 设 1,J/ 为 环 4 的 理想 ， 

{1) 理 想 的 蒋 积 IJ 定义 为 其 元 串 的 敢 积 所 生成 的 理想 , 即 
由 集合 {xy|xET,yEJ) 生 成 的 理想 . 

(2) 说 五 是 4- 模 , 则 定义 三 为 元 素 集 {zxy1lxE€1,yEE} 生 
丰 的 4- 模 . 

(3) 若 127 则 记 为 11J, 称 1 是 /的 因子 ,J 是 了 的 倍 , 或 I 
能 整除 了 


俩 如 对 A 二 2 了 一 4) 一 42,J 一 (0);, 则 (4) 06) 二 (24). 而 
(4) 门 (6) 一 2), 孝 (C406)CCD)N 门 06), 一 - 般 地 有 [7CITNJ. 所 
以 在 比较 理想 时 ,有 两 种 序 :包含 关系 和 因子 关系 ,二 者 正好 相 
上 反 . 


引 理 1 车 各 忆 12… 上 , 则 存在 i 使 站 忆 TCSSin), 这 里 
和 8 为 环 4 的 素 理 想 ,了 ,I 为 A 的 理想 .( 此 引 理 也 可 投 述 
为 ; 若 旬 I 则 从 | 某 1 ) 


证 明 ”车 对 每 个 ; 均 有 总局 则 天 中 有 元 素 ww 入 时 ,于 是 
2 在 前， 与 aean 了 和 C 旭 矛盾 . 0 
32 


引 理 2 在 Noether 环 4 中 ,每 个 理想 了 工 都 包含 一 些 素 理 
想 的 磁 积 . 在 Noether 整 环 4 中 ,每 个 理想 工 都 包含 一 些 非 0 
素 理 想 的 乘积 - 

证 明 只 需 对 4 为 Noerhet 整 环 的 情形 证 明 , 另 一 情形 的 
证 明 类 似 , 只 需 去 掉 “ 非 如 字样 ， 我 们 使 用 Noether 环 论 中 常 
用 的 类 似 归 纳 法 的 方法 : 

1) 对 I 一 A 引 理 显然 成 立 , 妈 4 是 零 个 素 理想 的 乘积 ， 

2》 假设 /为 任 一 理想 , 且 引 理 对 满足 71,1 着 的 所 有 再 
想 了 成 立 , 可 证 引 理 对 了 也 成 立 . 事实 上 , 若 为 素 理 想 或 A， 
则 引 理 显然 成 立 . 否则 ,4 中 有 元 素 z,y 臣 了 而 xzy€ 7. 于 是 J 
十 Ar2J 十 Ay 节 (十 42)1T，(J 十 Ay)1J; 接 上 述 ( 归 
纳 ) 很 设 可 知 引 理 对 .十 4x 和 J 十 A 均 成 立 ; 故 有 素 理 想 全 ; 
使 

T+ ATO WI WB; .J+ Ay DO OD, 

故 由 xyEJD 短 JDOCTTAD(UTFADDYI 徐 , 从 。 

上 述 过 程 已 证 明了 引 理 : 若 引 理 不 真 , 则 不 满足 引 理 的 理想 
族 中 必 有 极 大 元 ( 因 4 为 Noether 环 ), 设 为 J 了. 于 是 引 理 对 所 
有 满足 了 二 JJ( 即 也 和 了 关 了 的 了 成 立 , 由 (520) 即 知 引 理 对 7 也 
成 立 , 与 了 的 定义 矛盾 ， 器 


定义 2 设 下 为 整 环 A4 的 分 式 域 ,了 是 天 的 4- 季 模 , 并 且 
有 非 0 元 daE4 使 dC4, 则 称 了 7 是 4 的 (或 乓 对 4 的 ) 务 式 理 
想 , 也 称 为 理想 . (而 4 的 普通 理想 有 时 被 称 为 莫 理 想 , 以 作 区 
别 ). 


所 以 ,分 式 理想 就 是 有 着 公分 母 邓 的 兵 的 子 横 ,特别 整理 
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想 也 是 分 式 理想 (4 一 1)， 例如 ,号 Z 一 | 写 tlkEZ | 是 2 的 分 趟 
理想 ， 


引 理 3 设 A4 为 Noether 更 环 ,天 为 其 分 式 域 . 则 KK 的 有 
限 生成 的 A- 子 模 即 为 4 的 分 式 理想 , 反 之 亦 真 ， 


证 明 设 w-…a 是 天 的 子 模 人 条 的 生成 元 , 则 这 些 a 有“ 公 
分 母 "4{ 设 dAqEA; 则 令 d= 二 A**rds 即 可 ), 易 知 dMC 
4, 故 凡是 分 式 理想 . 反之 , 若 了 是 4 的 分 式 理 起, 由 于 4 是 
Noether 环 ,作为 4- 模 了 必 是 有 限 生 成 的 (这 是 由 于 TCe 4， 
后 者 作为 4- 模 与 4 同 构 , 故 是 Noether 模 ). [0 

分 式 理想 了 与 了 的 积 JI 定义 为 集合 {7y|zET,yE€J 了 } 所 后 


成 的 4- 模 , 愉 为 有 限 和 .rw traE wyE 四 全 体 ， 显然 分 式 理 


想 了 与 了 的 交 了 my, 和 了 TH, 积 1 均 仍 为 分 式 理 想 .4 的 非 
0 分 式 理想 全 体 是 含 1( 一 4) 半 群 ， 


在 比 八 述 中国 剩 余 定理 , 它 对 一 般 环 均 适 用 ,以 便于 以 后 记 
用 ,定理 的 形式 和 证 明 询 与 初等 数论 中 的 相 永 定理 (孙子 定理 ) 
类 介 ， 


定理 1 “中国 剩余 定理 ) 设 和 A 为 一 含 么 交换 环 ,I ,… ,7 
为 其 两 两 志 素 的 理想 ( 即 无 十 五 = 对 也 有 1 天门， 任 给 Ts 
ZE4, 则 存在 xE4 使 zsm(mod 8) 对 所 有 # 成立. 


证 明 先 看 “一 2 情形 ,由 十 了 二 A 知 44a: 二 1 对 某 a 
El as€E ls 成 立 . 于 是 令 工 一 Y321 十 区 人 即 可 * 
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对 一 般 欧 = 我 们 先 证 明天 … 和 无 与 五 丈 率 . 事实 上 对 每 个 * 
可 取 alEl， EL 使 
;十 加 二 1] (7 2) 
于 是 
l= (gb) ta Th) ED T, 
( 因 除 如 bE1… 了 一 项 外 ,其 余 项 均 ET), 孝 可 像 4 二 2 情形 
一 样 取得 加 三 及 使 
[x1 (mod 1) 
‘ye0 Cmod Lr,) 
同样 可 得 y,,… ,xy 使 
jy 三 1 (mod 7,) 
‘yi (mod 1G 
再 令 工 二 zy 十 十 ny 贱 可 . 口 


习 题 
1 车 环 4 的 理想 芽 ,*" ,7 两 两 互 素 , 则 六 交大 一 门 五 
全 后 7 提示 :归纳 法 )， 
2 ” 设 如 定理 1, 证明 若 卫 介 … 个 了 二 {0} 则 定理 中 的 x 唯一 存 
在 . 


$2.3 Dedekind 环 
若 环 4 的 非 零 康 理想 均 为 极 大 理 杷 , 则 称 4 的 维 数 是 1. 
定义 ] 一 - 维 整 闭 Noether 整 环 称 为 Dedekind 曲 环 ， 
格 如 , 主 理想 环 均 基 Dedekind 环 ,但 唯一 桥 国 环 不 一 定 是 


Dedekind 环 , 因 为 不 一 定 是 一 维 的 ,例如 客 元 多 项 式 环 ， 
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定理 1 《1) 数 域 工 的 整数 环 是 Dedekind 环 ， 
(2) 设 上 /K 是 域 的 有 限 可 分 扩张 , 芭 是 Dedekind 环 4 的 
分 式 域 ,B 是 4 在 工 的 整 团 包 , 则 上 BB 是 Dedekind 环 . 


证 明 只 需 先 证 (2), 令 4 二 2 即 得 (1), 我 们 已 知 8 是 整 
闭 Noether 整 环 ,只 需 再 证 其 维 数 为 1， 为 此 取 BB 的 任 一 非 0 素 
理想 9, 令 旬 二 4 门 4. 我 们 先 证 历 为 4 的 极 大 理想 , 即 A/ 间 是 
域 , 碍 由 B89 在 A/ 和 上 整 ( 因 B 在 A 上 整 ), 即 可 知 B/0 是 域 ， 
即 得 4 是 极 大 理想 . 在 $2.2 己 证 和 是 4 的 圳 理想 ,现在 只 需 
上 骨 证 站 了 关 (0), 则 由 和 A 是 Dedekind 环 便 可 知 旬 是 极 大 理想 , 任 
取 非 0 元 aE9, 其 范 即 是 旬 中 非 0 元 ,事实 上 , 设 a 满足 的 最 低 
次 的 整 性 方程 为 : 
十 ai 十 型 十 8 二 av 二 0. 《ai 全) 
于 是 知 ao 天 0( 和 否则 消去 e 可 降低 方程 次 数 ) ,由 上 式 即 知 
0 天 co 一 (一 or 一 ae 一 一 四 3 
E(BAINACINA= 0. 
这 就 证 明了 定理 ， 口 


”由 定理 1 可 知 ,可 分 代数 函数 域 工 ( 即 ==F(X) 的 有 限 可 
分 扩张 , 见 § 2. 1) 的 整数 环 Oi 是 Dedekind 环 . 在 代数 几何 (或 
交换 代数 ) 中 容易 证 明 : 光 滑 平面 曲线 7 的 坐标 环 民 一 CIY] 是 
Dedekind 环 - 事实 上 ,光滑 曲线 上 的 一 数 城 ( 即 坐标 环 的 分 式 
域 ) 理 论 ,与 上 述 一 元 可 分 代数 函数 域 的 理论 是 相互 对 应 的 . 


定理 2 Dedekind 环 4 中 每 个 非 癌 索 理 想 伸 均 是 可 道 的 
(在 其 分 式 理 想 半 群 中 }, 也 就 是 说 ,存在 分 式 理想 剖 -! 使 双 -! 和 
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={1)=A, 


证 明 设 久 为 Dedekind 环 妆 的 非 @ 素 理想 . 令 天 为 4 的 

分 式 域 而 
P= {rEK|r PIA). 

则 其! 显然 为 4 的 分 式 理想 (台中 任 一 元 均 可 作 其 公分 母 ) ,我 们 
要 证 明 名 ' 是 名 的 道 , 即 着 ' 旬 = (1)=4. 首先 显然 有 多 ' 众 己 4. 
而 由 于 妆 4 这 欠 人 《 轩 间 为 整理 想 ), 胡 旬 二 A 钊 握 直 ' 妇 于 4, 由 于 
间 为 极 大 理想 , 均 P 间 二 4 或 信众 二 前 . 

只 需 再 证 自 ' 多 隆 旬 .车 外 = 自任 取 aE 出 外 ， 
从 而 多 他 Ea 站 所 和 欠 , 由 此 可 知 ar PE 四 对 任意 4 成 立 (n 为 自 
然 数 ). 从 而 可 知 4A[a] 是 4 的 分 式 理想 (名 中 和 任 一 非 0 元 为 公 
分 母 ). 但 因 有 4 是 Noether 环 , 故 分 式 理想 4[ 扫 是 有 限 生 成 4- 
子 模 ( 上 节 引 理 3), 从 而 4 在 A 上 整 ( 整 性 判 刚 ), 故 aE 4.( 因 
4 整 闭 ), 序 得 8 入 4, 即 名 ' 二 4. 下面 证 此 不 可 能 ， 

了 节 非 0 元 a&€E 旬 , 则 多 二 (0 二 AC) 马 和 1 从,( 见 上 节 引 理 
2, 人; 为 非 0 率 理想 ), 取 为 最 小 可 能 值 , 于 是 名 乙 从 ,对 某 i 
成 立 ， 不 妨 设 i 二 1, 又 有 于 间 和 间 , 均 为 极 大 理想 ( 因 有 A 是 
Dedekind 环 ) , 故 介 二 名 1. 记 客 二 自作 , 则 Au 加 儿 ( 由 的 
最 小 性 ) , 故 存 在 5E 鹤 使 

4 上 4a， a 蕊 在 直 


而 ECR CE= 0 PP CAa 
肢 4 是 痊 C 入 有， 二 EE 人 由 从 的 定义 》 
即 知 多 ' 关 A. 口 


定理 3 设 4 是 Dedekind 环 , 王 是 4 的 非 零 素 理想 集 , 则 
fi 有 4 的 每 个 非 0 分 式 理想 了 可 唯一 分 解 为 素 理想 及 其 首 
的 积 : 
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:= Tenv 
PP 


其 中 Tiy—?iy DEZ 且 只 有 有 限 个 非 0， 锡 过 及 的 非 0 素 理想 ' 
(GD 4 的 非 5 分 式 理想 全 体 是 群 . 


证 明 6) 先 证 分 解 的 存在 性 ,只 需 对 整理 想 工 证 明 , 因 为 
对 每 个 分 式 理想 1 拘 有 4 的 非 9 汇 4 使 4dI 忆 4 为 整理 想 , 而 了 
一 (dD CAq) 我 们 使 用 类 似 归 纳 法 的 方法 ， 
01) 了 =A 时 定理 成 立 (np 询 为 0 
{2) 设 本 为 任 一 理想 , 当 了 | 且 了 隆 J/ 时 ,定理 对 了 总 成 立 ， 
我 们 看 证 明定 理 对 / 成立 . 当 J 一 4 时 显然 . 当 J 对 4 时 ,J 含 
于 某 极 大 理想 外 中 , 即 多 1. 于 基 多 是 4 的 分 式 理想 ,而 是 有 
可 -7 国生 -一 4 期 四 -7747 一 门 ,及 寻 -7 天 所 理 则 对 
二 入 从 而 wyVCJ 对 任意 nn 成 立 , 从 而 ALaj] 是 有 4 的 
分 式 理想 C7 的 任 - -元 可 和 作 公 分 母 ), 从 而 是 有 限 生成 4- 子 柑 ， 
即 知 z 在 AL 上 整 ,证 是 ecEd4,. 旬 'C4: 即 钊 ' 王 4. 这 导致 于 括 ， 
( 见 定理 2 证明)). 故 知 
久 J 二 从 | 从 从,， 
j= 
上 述 步 又 就 证 明了 在 在 性 : 若 不 然 , 不 能 写 为 素 理 想 之 积 的 
理想 族 有 极 太 元 , 设 为 7, 则 对 了 |J ,了 才 的 了 样 在 性 均 成 并 ,由 
上 述 (2) 即 知 对 了 也 成 立 , 亨 盾 . 
下 注 (i) 的 唯一 性 . 若 T 有 两 种 分 解 ,将 指数 we 为 正 、 为 负 
的 因子 分 开 , 则 导致 如 下 形式 的 等 式 : 
多 i 众 二 [EE 
其 中 多 为 4 的 非 0 素 理 想 ,miye; 为 正 曲 表 , 昌 冯 ; 天 种 5 允 作 
意 六 7 门 .于 是 外 69 人 即 ( 人 9995: 故 提 下 某 调 ,( 引 
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理 1?;, 设 第,|9, 邯 旬 一, 但 二 者 均 为 极 大 理想 ,故人 划一 中 也 
盾 . 
《iiy 由 (iD 可知 开 旭 - 提 显然 是 了 的 赣 . 口 


习 题 
1. 证 明 [XY] 20 ,XX ] 均 非 Dedekind 环 5 后 者 显然 是 
Noether 天 ,前 者 也 是 . 有 著名 的 Hilbert 基 定 理 : 若 六 为 
Noether 环 , 则 民生] 也 是 Noether 环 )， 


$ 2. 4 理想 与 理想 


以 了 C4) 记 Dedekind 环 4 的 非 0 分 式 理想 人 全体 .上 上 节 证 理 
3 可 简 述 为 : (D 区 4) 中 有 “理想 的 唯一 分 解 律 ”， Gi) 区 4) 为 张 
法 群 .可 以 证 明 ,对 十 改 环 由 以 下 三 者 等 价 : 

本 为 Dedekind 环 守 160 有 “理想 唯一 分解 律 " 嘻 154) 是 栈 


静 设 六 为 Dedekind 环 4 的 分 式 域 .下 中 每 个 元 素 a 生成 
一 个 让 分 式 理 想 (e) 一 Aa., 爹 体 主 分 式 理想 记 为 :之 (4), 这 居 14 
(4) 的 一 个 子 群 , 商 群 
HIK}) = TA (4) 
称 为 上 及 的 理想 类 群 (jdeal Class Group), 理想 类 群 的 阶 
htK)=#H(K) 
称 为 天 (或 4) 的 理想 类 数 , 类 群 的 每 个 元 索 ( 陪 集 ? 称 为 “个 理 
想 类 . 显然 西 全 分 式 理 想 了 与 /同类 (或 称 等 价 ) 泊 日 仅 当 
T= (mod BA)} 
即 了 一 (ay 一 ca 
对 某 eE 天 成 立 . 当 了 与 了 均 为 整理 想 时 ,可 乘 以 e 的 分 母 而 
3 


把 上 式 写 为 
到 = Ar 
对 某 二 元 素 ai ,wz€ 4 成 立 , ( 附 记 ,有 时 也 定义 其 它 等 价 ,如 当 
天 为 二 次 域 时 ,7 与 的 等 价 加 限制 条 件 wmas) 盖 0, 称 为 严 义 
等 价 , 将 在 $7.3. 1 介绍). 
显然 ,4 为 主 理想 环 时 1CA) 二 (4)OhCK) 王 1, 所 以 类 
数 #( 开 ) 是 4 与 主 理 想 环 差距 的 度量 . 


系 1 记号 如 上 节 定 理 3, 有 以 下 结论 成 立 ， 
(1) 了 为 整理 柱 属 ny (站 疡 0 (对 任意 多). 
《2) 了 .Je CD) (对 任意 从) 
(3 江 十 了 一 He en:, 
站 
( 记 T+ /= ged{l,J} = (77)). 
cA)T Nn J 一 [I ee ， 
Ld 
IN =1m{IdJi). 


上 上 述 (2) 进 一 步 说 明 沁 号 11J 和 Z 中 的 整除 记号 a18 类 似 ， 
而 不 只 是 [一 v 的 男 一 种 形式 上 的 写法 了 . 


证 明 (i) 充分 性 显然 ,必要 性 由 定理 3 证 明 过 程 即 知 , 究 
实 上 正 是 对 整理 想 证 明 的 . 

(2) 由 了 JI-UTC4 即 知 ， 

(3)I 十 J 是 了 和 .对 于 包含 关系 的 最 小 上 界 ( 节 理想 的 “最 
大公 困 子 ”) ,由 (523 即 得 ， 

(4)INMJ 是 上 各 了 对 于 包含 关系 的 最 太 下 界 ( 即 理想 的 “最 
小 公 和 倍数 *), 由 C2) 即 得 . 0 
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系 1 设 罕 是 Dedekind 环 4 的 一 个 理想 类 ,对 于 尾 一 指 
定 的 整理 想 7, 类 宕 中 必 会 有 与 了 互 素 的 整理 想 工 特别 每 个 
理想 类 中 必 合 整理 想 . 


证 明 ”和 任 取 突 中 一 理想 C, 其 道 记 为 安 ,由 以 下 可 知 ,不妨 
设 C 是 整理 想 . 设 C. 中 素 理 想 因子 全 体 为 1 他 ,，C' 一 
1 9“, ,之 0), 对 等 个 i, 存 在 及 中 元 “EB* 一 A 因为 
i=1 
由 分 解 的 崔 一 性 有 名 六 名 1), 艺 有 4 中 元 2 使 

a 二 omod 和 1， 0 所 过 站 5 中国 剩余 定理 》 

由 比 可 知 关 上) 全 委 i 共 站 (这 是 由 于 (oo 十 (ao 一 4Aa 一 4 一 
Ke 一 后 志和 辣 而 (和 间作 俐 条) 二 是 (020) 二 CQ， 
人 不 售 素 因子 仆人 音 : 即 知 鹤 中 舍 理 想 了 一 (CC 一 CQC 一 
已 ,与 互 素 ， 口 


系 3 Dedekind 环 4 中 作 一 理想 了 叮 由 两 个 元 素 生 成 :T= 
(la,B), 且 其 中 一 个 元 素 a 可 在 I 中 先 任意 选取 . 


证 明 。 任 取 aeE7 则 Ce), 故 可 设 T 一 Te co = 

[ i 00 RASiSN). 了 BEE PA ,p= 

Bmod 久 汪 DG 委 i 委 门 即 可 , 事实 上 ,车 记 4 有) = || ， 
则 (ae:8 = C0) 一 人) = | <, 其 中 

di 一 min{f,,g:) =e (1 i 去 :7 I 


系 4 设 4 是 Dedekind 环 , 则 有 4 为 主 理想 环 导 A 为 唯一 析 
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因 环 . 


证 明 设 4 为 唯一 析 因 环 ,我 们 来 证 明 其 每 个 素 理想 名 均 
为 寂 理 想 即 可 ,由 系 2 知 存在 整理 想 二 即 久 -所 在 类 中 的 任 一 
整理 想 ) 使 


{= (0 = (pf) = (pp), 
其 中 (pp,) 是 由 案 元 素 p; 生成 的 理想 , 故 为 素 理 想 . 由 分 解 叭 一 
性 可 知 存 在 :使 如一 ( 声 )》， i 


证 明 1 只 项 证 (<=). 4 的 任 一 理 艳 了 是 有 限 生 成 的 , 设 了 
一 4ma 十 … 十 ha 念 
、 可 一 名 cd Co i ) ， 
则 T= 4d4. 事实 上 , 设 w = 中产 5 则 他 ) 一 下, 黎 直 系 


(1} 知 
了 一 《o oT a) 


= [L697 = [Eps) = (a. 口 
习 题 
1.C 中 代数 整数 全 体 了 D 是否 Dedekind 环 ? 


§ 2.5 数论 中 的 整 环 


对 于 代数 数论 中 常用 的 环 的 类 型 及 相互 关系 ,更 较 系 统 地 
作 介 绍 . 


条 


定义 1 ( 欧 几 里 得 环 ) 设 民 是 什么 玄 换 环 , 若 存在 民 到 
各 ( 非 负 束 数 集 ,或 任 一 良 序 集 ) 的 一 个 映射 2 满足 如 下 条 件 : 
CE) 对 任意 的 xR， 6 到 0, 必 存在 gy;rEKR 使 
= 二 rH g(r) < pb)s 
则 称 为 其 几 里 得 环 , 称 ”为 歌 几 里 得 映射 . 


例如 , 当 玉 ==Z 时 , 令 gka) 二 1a|, 则 可 知 Z 是 欧 几 里 得 环 . 
当 民 一 下 [] 为 域 王 二 多 项 式 (形式 ) 环 时 : 令 pCa) 二 22% , 则 
FLX] 是 欧 儿 里 得 环 : 其 中 deg (ta) 为 & 的 次 数 )， 

注 记 许多 文献 中 关于 欧 儿 里 得 环 的 定义 还 酝 加 其 余 的 条 
件 ( 例 如 gab) 之 pla) , 玉 为 整 坏 等 ), 可 实 上 都 是 不 必要 的 ， 


命题 1 欧 几 里 得 环 R 是 证 理 想 环 . 


证 明 设 1 是 RR 的 非 06 理想, 到 非 0 元 5€ 使 yl) 为 最 小 
可 能 值 ， 于 是 对 尾 意 aE7T, 有 有 a=6g 十 r, 有 是 ghr} 之 pl8), 因 r= 
4 一 BgEET, 故 必然 有 7 一 0, 即 向 了 一 bR. 


对 欧 玫 里 得 环 民 ; 80) 必 是 pCR} 的 最 小 值 , 且 当 0 了 bER 
时 ,ttGf0). 事实 上 ,由 条 件 ( 五 ?可 写 0=56 十 了 ;yD < 
以 ), 车 硬 关 0 则 可 写 0 一 下 di 十 中， 红 轨 )<206 和) 如 此 下 去 可 得 
库 列 百 六 因为 让 中 序列 所 太 并 站 ?六 纸 正 )… 是 严格 
递 降 的 , 故 必 然 是 有 限 的 , 即 存在 z 社 1 使 挛 一 0 玖 p90) 二 pp。) 
ps). 

除 C0) 之 外 ,车 gt 扣 最 小 , 则 2&8 必 为 尺 的 单位 ,这 是 鱼 为 
对 尾音 aER 有 4==b 十 fr 站 之 , 秦 r==0, 即 知 R=bR, 上 6 
为 单位 . 例如 Z 中 除 0 外, | 土 1| 最 小 ， 
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命题 3 若 民 是 主 理 烃 环 且 只 有 有 限 个 极 大 理想 , 则 只 是 
欧 几 里 得 环 . 


证 明 设 疡 ,产生 成 六 的 全 部 极 大 理想 ( 产 )，… 飞 疡 ). 
对 任意 非 9 元 aE 妨 ,总 是 以 同 名 字母 ea 记 @ 一 页 放 5 
令 映 射 p: R-*N 为 

Ka 一 1 十 al 十 … 十 4 P00) 一 0， 

任 给 a,5ER,5 关 9,01) 若 51a 划 取 r 一 0 (2) 若 5ha 则 存在 1 
过 全 ai<b. 若 所 有 ;1 的 如 此 , 则 可 -一 3 否则 当 au 六 
b; 轩 取 民 中 元 gj 三 aibtmod p,) ,有 即 4 二 bqj(modp'*'%). 下 孙子 
定理 知 存在 4g 使 9==g, 一 1(mod pj} 对 所 有 这 种 7 成 立 . 令 r 二 a 
一 站 ;: 则 7 三 Bmod pi, 鼓 75=b 即 知 红 r 一 1 十 王 十 …… 十 六 


< 十 和 十 … 十 名 一 0, 故 开 为 欧 几 时 得 环 . 口 
还 可 证 明 两 个 欧 几 里 得 环 的 直 积 也 是 铭 几 里 得 环 ; 欧 几 里 
得 环 的 分 式 环 仍 为 欧 凡 里 得 环 . 
环 的 进化 图 


要 
本 Bo 


以 下 作 解 释 并 举例 ,对 每 种 环 举 出 的 例子 均 不 局 于 高 一 级 
的 环 . 
R( 环 ): nn 阶 全 方 阵 环 ; 2Z/6Z. 
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DD( 整 环 )， 代 数 数 环 (CC 光 2 ) 是 其 理想 的 无 限 升 链 ). 

ND{Noether 整 环 ) ; Or[ 和 5 其 中 心 r 是 数 域 玉 的 
整数 环 ,A(K) 关 1); 奇异 曲线 VV 的 坐标 环 CLVY14( 例 如 VY 为 
二 天?). 

DD(Dedekind 整 环 }: Ox( 例 如 ==QCvV 一 5), RCK) 冯 1)， 
光滑 曲线 Y 的 坐标 环 CLVj( 当 理想 类 数 为 1 时 是 PID). 

UFDC 唯 一 析 因 回环 }:， 2Z[X, ,XX ] 

PID( 主 理想 整 环 ); QC Y 4 ) 的 整数 环 , 其 中 避 = 一 19, 一 
43, 一 67 ,一 163. 例如 Z 二 Z(1 十 一 19772， 

ED{ 欧 几 里 得 整 环 }: Z，F[X], QC V4 ) 的 整数 环 , 其 中 4 
=—1,—2,—3;—7,—11,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33, 
37,41,57,73. 

DVD( 离 散 获 值 环 ); (2 一 tp)) 'Z (Z 对 素 理 想 (p) 的 局 部 
化 ); 2Z。(Z 对 p 一 adic 马 值 的 完备 化 ); 五 [LE 形式 里 级 数 
环 ):C[VY jr( 申 线 在 光滑 点 了 的 局 部 环 ). 

Ft( 堪 }: OQ, F,, Q (XR), F, CX). 


从 ND 开始 ,理想 可 分 解 为 准 素 理 想 之 交 (i 称 为 准 素 理想 
有 基 指 : 若 xyETr 信 T 则 y"*ET 对 某 w 半 0 成立). 对 一 维 ND， 
上 述 准 索 分 解 是 唯一 的 .UFD 只 能 是 PID 上 的 (多 元 ) 多 项 式 
环 (Kantz 定理 }. 从 UFD 开始 , 素 元 (不 可 约 元 ) 生 成 的 理想 必 
是 素 理 想 . 从 DD 开始 , 非 0 素 理 想必 是 极 大 理想 (一 维 )， 从 
PID 开始 有 Bezout 等 式 ( 即 < 的 公国 子 可 表 为 如一 sa 十 基 )- 


QCw 一 19) 等 的 整数 环 不 是 欧 几 里 得 环 的 证 明 见 7. 2. 


注 记 1 关于 Noether 环 的 例子 , 若 Y 是 奇异 曲线 , 则 
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CEV 不 再 是 特 闭 的 , 故 CLV] 不 是 Dedekind 环 , 也 不 是 UFD. 
而 CLY] 是 C[X,7] 的 商 环 ,; 帮 是 ND. 例如 ,对 VY: Y: 一 X 一 0， 
我 们 有 

尺 一 C[V] 一 CCLX,Y7]A7 — XY) ~C[Lr,y]= CLz, Yr], 
其 中 z= 时 ，y 二 了 ，y*: 二 x *，R 的 分 式 域 为 

K=C(V =Car y=Cr xr wz) 一 CCwT)， 

a 二 VX EK 在 R 上 是 整 的 ;wr 一 x=0, 但 x 世 R. 帮 民 不 是 整 闭 
的 . 从 另 一 方面 着 , 玉 是 一 Ctr) 的 二 次 扩张 ,是 4 二 CL[x] 的 
分 式 域 ,4 在 的 侯 闭 包 为 B 一 CL wx ] 关 RB 是 光滑 曲线 Y: 
= 下 的 难 标 环 , 是 Dedekind 环 ,KK 也 是 天 一 总 的 函数 域 . 

至 于 男 … 个 例子 Ox [及 ,… ,及 ,] ,显然 不 是 一 维 的 , 故 不 是 
DD. 也 不 是 UFD, 因 Ox 不 是 . 


§ 2.6 理想 的 绝对 范 数 


本 节 设 六 是 次数 域 ,4 是 其 整数 环 . 

定义 1 设 了 是 4 的 果 理 想 , 则 称 了 在 4 中 的 指数 并 .47 
为 了 的 绝对 范 ( 数 》, 记 为 太 ( 门 ,这 是 一 个 正 蓝 数 

以 下 两 个 命题 可 说 明 这 种 定义 的 合理 性 . 


命题 1 设 非 0 整数 wzE4, 则 Nada) 王 |Nuaefe])|, 司 者 定 
慷 见 1.3. 


证 明 4 是 秩 为 n 的 Abel 群 (或 Z- 模 }, 子 模 aa 亦 然 5 因 

为 + 一 一 ra 给 出 模 同 构 4 兰 4a) , 收 存 在 4 的 一 个 Z 基 e， 

使 Aa 有 z- 基 让 ] euesftcEZI 事实 上 设 i" 和 
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Bs 是 A 及 Aa 的 任意 世 共 ; 则 CB yn 六 二 Cy.) 
如 ,BB 为 Z 上方 阵 , 故 帮 在 Z 上 可 道 方 阵 了 .日 使 PBQ==diag le， 
cn) 为 对 角形 ,于 是 令 Car sya) P= (e007 ,6s), 则 (681,…， 
六 和 和 = (ee yer) 如 上 述 ), 于 是 NtAa) 二 # CA/Aa) 二 ccs 
和 es 另 一 方面 。ae aev 显然 也 是 4z 的 2- 基 , 于 证 有 有 A 的 
自 同 态 : 

A— A -一 > Aa, 

和 Fi 
记 和 mo: oe Fe 则 

Nrata)—dct tog) =det(r)det(e) = +det(o) 


cl 
二 土 det( “..， )= 二 十 ce. 
c 


这 是 由 于 是 辣 构 ,从 而 detr 一 十 1. 口 


命题 2 NOUN)=NCDNGND 对 4 的 任意 非 零 整 型 想 了 和 
了 成 立 


证 明 由 于 J 可 分 和 解 , 故 只 需 证 明 NC @) 一 N(DN(GR) 
对 任意 非 9 理想 了 和 素 理想 入 成立 . 由 于 NC(T ) 一 #A/T 信 
二 (#AVT)CH#IAT 着 ) 一 NCDE#IT 份 ), 故 内需 证 明 

#1tA = NOD} = #0 $m). 
注意 T/T 旬 是 A- 模 ,月 被 多 零 化 , 改 荐 47 和 9 上 线性 空间 ,其 子 
空间 均 为 4- 子 模 , 且 应 有 形 式 人 QW 贸 ( 其 中心 为 理想 入 了 从 C 
QQ 忆 D). 由 于 外 为 素 理 想 , 故 由 理想 的 唯 -分 解 性 知 了 与 工作 之 
闻 设 有 理想 , 克 II 人间 在 A/ 冲 上 是 一 维 的 , 邑 得 共 (I 从 一 打 
CA/ Y. 口 
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设 &=F(X) 是 有 限 域 P 上 的 有 理 通 数 域 , 扩 是 二 的 有 限 
扩张 ,4 是 二 FLXj 在 天 中 的 整 闭 包 . 对 4 的 任 一 理想 工 
站 117 也 是 有 限 数 , 故 也 可 定义 了 的 绝对 范 NT. 这 种 代数 函 
数 域 天 与 数 域 天 的 算术 理论 很 相似 . 
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三 章 ” 素 理想 在 扩 域 中 的 分 解 


$3.1 局 部 化 


设 4 为 整 环 ,可 能 含 许多 ( 常 为 无 限 多 ) 个 素 理想 ,为 了 便 
于 和解 次 问题 ,常设 法 把 4 化 为 另 一 环 A', 使 4' 只 含 较 少 的 理 
想 , 甚 至 只 有 一 个 素 理 想 . 我 们 回忆 由 4= 工 过 渡 到 4'=Q 寻 ， 
非 0 素 理 想 全 都 消去 了 . 这 是 由 于 对 每 个 素数 pEZ，pQ 人 会 p 


“= 故 p20 一 (1). 由 此 可 知 * 莱 以 分 数 * 可 以 消去 素 理 想 . 


定义 1 6 设 3 为 整 环 ,K 为 其 分 式 域 ,3 是 A 一 {0} 中 对 
乖 法 封闭 的 子 集 , 且 1E5., 则 环 
S-14 一 (slae Aws ESICK 
称 为 (4 对 于 5 的) 分 式 环 (ring of fractions of 4 with respect 
to 六) 
(Qi) 记 Sp 一 一 外 :其 中 介 为 A 的 素 理想 , 则 环 
So id= (< 5s 蕊 As 9 | 


称 为 (4 对 于 销 的 ) 局 部 化 localization)， 
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显然 4CS TACK, {1}-1A=A,， {A-{0}} 4 一 天 ， 
人 秽 如 4 二 Z 时 ,5S 二 {六 | 天 =0,1,2,…} 对 乘法 封闭 , 则 
1 SS-I7 | 2 
Zr 一 S-22Z (& 
理想 5Z 在 2' 中 生成 理想 (1) 二 2'.102 生成 102' 一 22', 


-i [a 
S.-iZ 人 
易 知 当 素 理想 pZ 关 5Z 时 ( 即 p 关 5 时) ,总 有 PS。-12) 一 (1》. 
一 般 地 ,A 的 每 个 理想 了 生成 
4 一 3 14 的 一 个 理 杠 


r=IA'=S =-{4 


k=0,]:sa ?| 


a t€ z,5%6\ 


fF 


A P= NN AA 
| 
到 站 4 


orTsE5] A 


事实 上 74' 的 元 察 形 如 a a, €E Tr € An € 8), 即 形 各 


允 和 (因为 sr E 帮 , 通 分 即 知 形 如 全 , 当 了 与 5 相交 时 , 则 


一 (一 4 ,区 之 ,4 的 每 个 理想 7 也 对 应 着 A 的 理想 74 


定理 1 设 4 是 整 环 , 3 是 4 一 {0}; 的 一 个 乘法 封闭 子 集 且 
1E€8. 记 A'=ST1A. 

《1) 4A' 的 理想 集 到 4 的 理想 集 有 保 序 单 射 p: "一 了 门 A4. 

(2) 4' 的 素 理 想 半 序 集 到 4 的 与 5 不 相交 的 素 理想 半 序 集 
有 保 序 双 射 多 ' 一 -> 多 ' 门 4; 其 道 为 PR 一 A 二 5S 1 . 

证 明 (1) 先 证 (站 4 二 一 天, 显然 和 站 4 天 机 一 


I'. 另 一 方面 , 任 取 z=Er , 则 a 一 sr€ 47'C7, 散 z= € 
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ar 


CT 站 4A ; 即 知 站 A)4' =T', 故 若 了 介 4 一 7 站 4, 则 7, 一 
CA.4' 二 (C7, 门 4)4' ==7',; 即 知名 为 单 射 . 

(2) 卷 甸 ' 是 和 4 的 素 理 想 , 则 名 二 8' 门 4 是 素 理 想 L 上 章 
$2), 且 外 人 SCY 人 NS 二 他 (因为 和 9' 是 素 理 想 ), 反之 设 外 是 
4 的 素 理想 , 且 与 $ 不 相交 ,要 证 外 ‘一 久 4' 二 5 人 旭 为 素 理想 . 


事实 上 省 中 MM 人 =f€ 从 出 Ca10253 一 3182 力 后 好 ， 由 于 品读 前 ， 
[二 多 , 战 ai 或 2 [9 * 即 Gilysi 或 qs/ss EE 他 , 故 多 "是 素 理 
想 ( 这 里 aiE4,zPE 们 ES) 


由 (1 可知 ,只 需 再 证 ( 旬 4) 站 4= ,显然 左 忆 在. 任 取 
A 中 元 x 了 Ee 和 4, 则 sr 一 EO; 故 xz, 即 知 (YAMA 
= . 口 


定理 2 设 如 定理 1. 

(1) 若 4 是 Noether 环 , 则 3-:4 是 Noether 环 . 

C2) 设 妆 为 4 在 尺 中 的 束 闭 包 , 则 5 司 是 3 4 在 3 尺 
中 的 整 闭 包 ,这 里 R 一 4 为 任 一 整 环 . 

(3) 若 4 是 整 闭 的 , 则 3 -14 是 整 闭 的 . 

(4) 车 A 是 Dedekind 环 , 则 5S-'A 是 Dedekind 环 

(5) 若 间 是 A 的 极 大 理想 ,号 与 5 不 相交 , 则 商 环 

A ' = A PS 4) 一 4 从 

(6) 设 和 A 是 Dedekind 环 , 色 是 其 素 理想 ,Sp 二 4 一 外, 则 态 

的 局 部 化 


A = SI,-1A= 1 入 价 ,a,bEA 
是 主 理想 环 ,其 唯一 素 理想 六 一 名 少 是 主 理 辑 x 二 {x)( 其 中 


rE4), 且 半 的 全 部 非 0 理想 怡 为 
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"= (rm), Cn = 


证 明 (1) $A 的 理想 格 到 A 的 理想 格 有 单 射 p( 定 理 


0 ,由 极 大 条 件 即 得 
(2) 任 到 上 ES 1B (VE B, s€E5), 由 5 在 A 上 的 整 性 方程 


Fr 二 ot 二 ad ow m=0 (a€ A) 


除 以 " 即 得 之 在 8-'4 上 的 整 性 方程 
(2 0 eh 


" Cn--1 
(# tls 


Ey 


故 知 8.18 在 S-'4 上 整 .反之 ,车 二 ES 'R 在 S-'4 上 整 ,由 


由 二 的 整 性 方程 


位 一 1 


(5) + (2) ++ 0 (ednes) 

可 51 5 So 

磁 以 (gs 1 即 知 Fo 1 在 A 上 管 , 故 
rscsirms ds EB 


TF € gos) 1B SSB. 


(3) 在 (2) 取 民 =K 为 A 的 分 式 域 即 得 . 
(4) S71A 为 整 闭 Noether 环 , 显 然 每 个 非 0 素 理想 均 为 极 


太 理 想 . 
《5) A/ 显然 可 视 为 8 47 人 (3 4 的 子 环 ,这 征 因 为 


gd 站 4 一 由 (定理 1(2)). 现任 取 z 一 ES 1AlaEA,s 


ES'CA), 则 因 s 后 0(mod 久 }( 妈 5 入 从) 故 知 存在 EA 使 
s's = 1{mod PD) 
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故 


das 1!— as = as (los#s)et PS-'A). 
即 知 Cmod 入 (5S 站 ) 一 as (mod 冲 ) ,从 而 知 
CTA AA/Y. 
《6?》 由 定理 1(2? 即 知 镶 / 一 9 44 是 入 的 唯一 索 理 想 ， 又 因 
由 为 Dedekind 环 ,每 … 个 理想 必然 是 素 理 想 之 积 , 即 为 你 (xn 
二 0,14'""). 任 取 元 素 


xEDC— 人 0 
刚 (z 己 痊 ' 而 Cr 信人 全 即 闪 和 Cr 1: 战 (z) 王 入 故 4A' 的 每 个 
理想 入 一 tr)" 一 (rx") 均 为 主 理 根 ， 口 


有 唯一 极 天 理想 的 环 称 为 局 部 环 .上述 定理 2(6) 中 
Dedekind 环 4 的 局 部 化 44 是 属 部 环 , 而 月 还 是 证 理想 环 向" 
的 生成 元 xz 称 4 的 素 元 素 . 易 知 名 一 介 中 件 一 元 可 作 素 元 . 
由 中 任 一 苞 e 生 成 理想 (ec)，, 按 定理 2(6? 有 

(ae 一 自 六 一 (r)" 一 (me). 
帮 4 的 每 个 元 素 < 均 可 表 为 - 
0 一 Hm, (a 为 入 ;的 单位 ,x 为 非 负 整数 ). 
天 中 任意 元 亚 然 可 表 为 wm、，zEZ. 


注 记 1 定理 2 的 的 道 (在 一 定 意义 上 ?也 是 对 的 : 设 4 是 
一 维 Noether 整 琵 , 若 4 对 其 每 个 非 0 素 理 想 则 的 癌 部 化 As 
均 为 主 理 下 环 , 则 4 必 为 Pedekind 环 ,， 叶 实 上 ,对 于 一 维 
Noether 整 环 4 来 说 ;以 下 三 性 质 等 价 : (1)4 是 整 团 的 1 C204 
的 准 娄 理想 均 为 素 理 想 的 罕 ; (3) 每 个 局 部 化 4 均 为 主 理想 
环 . 而 这 第 63) 条 性 质 , 妈 4w 为 主 理想 环 ( 其 中 Aw 为 “ 维 
Noether 局 部 环 ) 浆 等 价 于 以 下 每 一 性 质 : 9)4e 旦 整 周 的 :ii 
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4 是 ( 某 个 ) 离 散 赋 值 (的 赋值 ) 环 ;(ii)@?= e As 是 主 理 想 ; 
Civye77 久 是 4e7 区 上- - 维 线性 空间 ;(Y )4y 的 非 0 理想 均 
为 9 的 守 . . 

设 4=Cfy] 是 平面 曲线 V 的 坐标 环 ,4， 是 在 点 了 的 局 部 
化 {这 里 设 P= (Care) ,从 二 {7 一 9 一 to}，Ap 二 As), 于 是 
As 满足 上 述 5 个 等 价 条 件 相 当 于 V 在 严 是 光滑 的 . 因此 C[Y] 
《作为 - - 维 Noetber 环 ) 是 Dedekind 环 当 且 仅 当 Y 是 光 潜 曲线 
< 即 在 在 一 点 都 光滑 


习 题 

1. 设 4 是 主 理 起 环 市 乓 是 其 分 式 域 . 则 4 与 的 中 间 
环 都 星 4 的 分 式 环 (用 Bezout 等 式 ). 

2. 在 定理 205) 和 (6) 中 ,他 4 一 Z, 们 一 (p). 重 述 定理 并 让 
明之 ， 

3. 记号 如 定义 1 设 g: A 一 上 B 上 是 环 同 态 上 gCG) 是 的 单 
位 (对 任 一 :ES3), 则 存在 唯一 的 环 同 态 六 :3 4 > 呈 使 g 一 有 
其 中 节 是 自然 同 态 六: A-r5 A, xi 一 > x/1, 


$3.2 素 分 解 


本 章 总 是 误 人 /天 为 a 次 柯 分 扩 城 ,天 是 Dedekind 坏 4 的 
分 式 域 ,A 在 二 中 的 和 整 闭 包 为 BB. 当天 和 三 为 数 域 时 ，4= Or， 
8 一 0D, 分 别 为 和 二 的 束 数 环 , 咏 一 重要 傅 形 其 代 数 函 数 域 工 
入, 即 域 上 有 理 函 数 域 FI) 的 有 限 扩 线 .以 下 总 是 设 所 
有 域 扩张 均 是 可 分 的 


定理 1 设 Dedekind 环 4 性 如 如 上 , 则 么 的 等 个 率 弄 想 久 
3 = 


《在 总 中 生成 的 理想 名 B) 在 BB 中 分 解 为 

(CR)= RP = WB. 
其 中 好, 是 请 的 丽 异 素 理 想 ,为 正 整 数 (1<i<g). 而 且 {0,， 
8} 恰 为 满足 吕 门 4 二 色 的 8B 的 素 理想 疏 全体， 


证 明 四 $2.3 知 8 为 Dedekind 环 , 故 上 其 理 刘 如 BB 应 有 如 
上 形式 的 分 解 . 记 革 一 对 (这 gg) 则 3 和 8 B, 即 WD 8， 
故 蓝 站 44 字 5 旭 玉 站 4 定单 :而 彰 为 极 大 理想 , 故 上 式 均 为 等 号 ， 
即 : 
BNA=(C@ PNA=. 
反之 , 菏 串 门 4 二 前 对 的 某 娄 理想 器 成 涝 ; 则 显然 必 二 ( 沿 门 
A)B= BVI B. 


及 / 凡 可 等 同 于 BiB; 的 了 环 , 二 者 内 为 域 , 分 别 记 为 4,B， 
或 天 ,天 . 因 总 是 有 限 生 成 4- 模 , 故 如 是 有 限 维 4- 空 间 , 记 扩 
域 次 数 ( 维 数 ? 为 


定义 1 记号 如 定理 1 中 ， 

人 1)e 称 为 汪 对 于 入 的 分 请 指 数 Cramificalion index) ,六 

称 为 必 , 对 于 和 的 剩余 类 次 数 (residue class degree) ,ge 称 为 旬 

在 上 8 中 的 不 同 素 因 了 个 数 ( 有 时 也 称 为 分 裂 指数 ), 也 记 

c= | ), Ff ), sg=g(P)=g (0 ). 

(2) 若 e,1 则 条 中; 在 侣 上 分 歧 、 若 存在 el>1(] 太志 8) 

则 称 台 在 工 中 分 峡 , 若 g 二 1, 所 =1 ,6 二 nt 即 竹 )= 二 3) , 则 称 

器, 在 入 上 完全 分 歧 ; 若 gn, 天 =1,e=10sS 委 8)( 即 (外 ) 一 
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站, … 外 ,) 则 称 个 在 工 完全 分 裂 . 
(C3) 定义 由 (一 基 外 ?的 (从 工 到 天 的 相对 ) 范 为 
Nx (BY = OP. 
”进而 由 积 性 定义 工 的 任 -分 式 理想 7 二 [8%“ 的 范 为 Nix (DD 


一 [Nir BY . 
EE 


1 


命题 1 设 A4CBCC 均 为 Dedekind 环 , 分 式 瑾 分 别 为 天 
LCM, 志 为 可 分 扩张 ,上 各 CC 为 4 在 工序 用 中 的 整 闭 包 , 设 
人 和 多 CC 如 分 别 为 48,C 中 的 非 0 素 理 息 ,为 邮 的 理想 ,出 

ec 好 | 但 e[ 轩 | 字 )ef 环 | 入 )， 
TR = BE | ), 
Ng tL) = Nox Ny (I)). 
证 明 显然 . 国 


定理 2 ”记号 如 定理 1, 则 
Dyefi = LB/ PB: A OI— an. 


证 明 由 于 (8 BJ 站 4A= 旬 , 故 B/WB 是 下 =A/ 间 十 的 向 
量 空间 , 考虑 序列 
BIOW, DW OW OW DDN ND DP EF. 
相 邻 两 理想 均 形 如 1 忆 3,, 二 者 间 无 中 间 理想 , 故 1 了 78; 是 /一 
有 8/ 戏 上 一 维 线性 空间 (参见 上 章 未 命题 ?证明 ), 从 而 是 六 上 广 
维 线 件 空间 , 对 上 述 序列 的 每 一 项 1 均 模 以 @ 8( 与 的 交 ), 从 
oh 


而 或 为 玉 上 线性 空间 的 序列 、 相 邻 二 空间 的 商 空间 则 构 于 
1/18,, 在 RK 上 是 丰 维 . 故 B/ 外电 在 天 上 的 维 数 CB/ 多 B: 4/ 
6 ] 等 于 请 商 空间 维 数 之 和 , 即 为 ef. 这 就 证 明 了 第 一 等 
式 . 

对 于 第 二 个 等 式 , 当 4 是 主 理想 环 时 是 显然 的 ,因为 此 时 
B 作为 4 一 模 有 及 一 基尼 yo; 此 即 为 B/W B 的 ANY 一 基 
《 模 以 名 B), 了 从 而 B7 B 在 A/ 上 维 数 为 x 

对 一 般 博 形 , 令 5== 4 A=5 4 一 4 人 ”一 
8 A ,B' 二 5-1B. 于 是 由 他 吾 = [85 可知 

但 iB' 一 他 B’ 一 TIcsmox 

巾 一 下 由 是 可 的 非 0 素 理想 (由 网; 站 8 一 ， 站 $ 一 纪 , 及 上 节 定 
理 1), 故 由 上 述 已 证 的 第 一 个 等 式 知 


[B'/ 9 'B + A/ Ze 4 


一 > ef， . 

后 者 是 由 于 B'/3 宇 8/3.,A'1@8' 宇 A/ 名 (上 鞋 节 定理 245)). 再 
因 和 =Ap 是 主 理想 环 ,; 由 上 述 已 知 [B/@@'B': 4 1/ 各] 一 于 
(注意 由 A' 是 A' 的 素 理 想 ,B' 是 4' 在 上 中 的 整 闲 包 ). 口 ] 


再 考虑 理想 的 范 , 对 4 的 素 理想 8 ,有 
Nux(® B) = Nuxt [1% = TI 六 一 旧作 
故 由 定理 2 物 和 Nix( 多 B) 一 信 ” 由 于 An 是 积 性 的 , 故 知 对 A 
的 尾 一 理想 7 了, 均 有 
57 


NrmxtT) 一 天 


命题 2 设 I 是 的 理想 , 则 
NeiotT}= {NCD), 
也 就 是 说 ,本 节 定 义 的 理想 的 范 与 $2.6 害 义 的 绝对 范 数 是 一 
致 的 . 


证 明 由 于 Nxig 与 N 均 基 积 性 的 ,只 需 对 了 == 旬 为 素 理想 
的 情形 证 明 , 设 入 个 2= (pp), 则 Nx 外 ) 二 Cp} ,其 中 == 
fp =A/Y AD 而 NO)—# A/O -pi 口 


在 以 后 讨论 Galois 扩张 Lj/K 的 素 分 解 之 后 .我 们 还 会 看 
到 ，Nzx 由 一 [em (其 中 G= Gal (L/K)). 而 且 对 任意 ( 非 


Galois ) 扩张 LiK, gEL, 总 有 Nk (a) 一 Crk Ca)) 了 亦 邑 
NxtaB) 一 Nixta)B，, 即 理想 的 范 与 元 素 的 范 的 定义 是 一 致 的 ， 


33.3 Kummer 定理 


Kummer 定理 明显 给 出 素 分 解 的 一 个 常用 方法 ， 

设 环 ACB 如 上 节 定 理 1, 多 记 吕 为 4 和 上 B 的 非 0 素 理 想 . 
记 甩 =A/8 ,=B/ 各 , 对 于 任意 

EXI=bX" Tb LX" tb EALX-, 
记 EX)=B NR" +b. Xb ALX.. 
称 为 gC(X} 的 机 旬 约 化 ,其 中 到 = 丰 十 入 ， 如 果 如 一 4[o], 邑 号 
的 元 素 均 为 e 的 多 项 式 ( 系 数 属于 4), 我 们 要 证 明 , 名 8 的 素 分 
解 与 a 的 极 小 多 项 式 扰 X) 的 约 化 产科 ) 的 不 可 约 分 解 相 对 应 ， 
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定理 1 {Kummer) 设 B=A4[a] 为 Dedekind 环 ,如 土 节 定 

理 1,7(X) 为 a 满足 的 AL[XJ 中 首 一 不 可 约 多 项 式 ,名 为 4 的 非 
0 素 理 想 . 设 A( 玉 ) 模 日 约 化 了 i 玉 ) 在 刀 [XX] 中 有 不 可 约 因 子 分 
解 

FON =B XY 五 (区 ye 
其 中 Pi(X)E A[X],Pi(X) 在 [区] 中 不 可 约 且 互 异 . 则 

be B= 
为 提 互 的 素 分 解 ,日 PC8， 外 ) 一 degPX), 其 中 素 理想 
B={ PA) = B+P(a)B. 
B= AL*] 


~ BA 
_ 台 "一 


ri 
生 


ED 1 FR) PK) -五 CX Ye 


Oa. 


证 明 1) 任 给 嘲 习 多 为 8 的 素 理 想 , 记 a 为 a 在 模 加 映射 
下 的 象 ,由 oy 一 90, 知 了 (9) =0, 故 4 是 了 CX) 某 一 个 不 可 约 因 
子 PCX) 的 根 . 由 此 得 到 由 果 的 素 理 想 因 子 集 到 A 无) 的 因子 
集 的 映射 
¢: VW PY). 
反之 ,对 了 CX) 的 任 一 不 可 约 因 子 PCX), 任 取 瑟 CX) 的 一 根 a 
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(局 于 万 的 某 固定 代数 闭 包 》, 则 可 定义 映射 
Ai A[a] ——*ALa], 
记 gga) g(a,). 
遇 : 一 kerP 是 极 大 理想 ( 因 A[a | 全 A[X]/P(X) 是 域 )， 显然 模 
外, 映射 ( 即 说 县 & 为 上 故 玖 党 ) 一 瑟 ( 有 ,大 知 9 是 1; 1 对 应 . 
2) 再 证 钨 一 (第 ,PiCe))， 由 大 名) 一 0 一 严 (a) 一 产 (PCa)》 
外 核 轴 , 二 (5 旬 ,PCa))， 芭 之 ,说 召 中 元 go)E 风 ( 人 ( 史 ) 所 
4[ 环 ]), 则 模 更, 知 
0s 有 Co 一 区 ai)  ( 因 a=pa(a) =6). 
国 P(X) 是 4 的 极 小 多 项 式 , 故 
BE(X)— PXIACX), 
ERI—PRIARCXIE WLR], 
ga ~ P(A E PIA B, 
gt) BB 二 Pla), 
即 知 吕 CCe@ PC)) ,R= CY ,PCY). 
3) 最 后 证 6 一 e's, degPCR} 一 了 7,, 这 里 ei 一 e (Ri| 稚 ), 六 ， 
一 (好 ;| 旬 )。 后 者 显然 : 
degP,(X)=[LALg]: A]=[LB/W,: Al= /NW, | ). 
又 因 . 
DoD = Pe (Pilo) Yr 
CO PO) , Plays) 
CP Pa), PD) 
=()=B 
徐 知 @ 诗 e'i( 用 到 :了 (XX) 一 开 而 (577) — P(X) EE 
EX, FD 一 下 Pio E ED. ES 由 Be! fi = = >»efi; 
er=e (le 
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注 记 车 B=A[aj, 则 称 8 在 4 上 有 千 元 整 基 ( 因 为 这 时 
1,0,"…,2! 是 B 的 辖 基 ), 这 并 不 总 是 可 能 的 . 但 是 ,即使 B 关 
AA[aj], 只 要 
. Disctl asm .0 !) 


+ DiscCL/K) ’ 
则 定理 1 仍然 是 成 立 的 . 这 是 由 于 此 时 由 局 部 化 可 知 有 
B'=A'[Laj, 
其 中 4' 一 Ap 二 $14,B' 一 S$ 1'B,S 一 A 一 人 . 而 由 上 节 定 理 ? 
前 证 明 可 知 8 B 二 可; 相当 于 多 'B' 一 IW(' 二 从 24). 


习 题 
1. 每 个 素数 pp 三 1 (mod4) 均 可 表 为 平方 和 pa? 十 扩 (a,6 
七 2). (提示 :用 32.5 习题 1 和 素 分 解 ). 
2. 可 表 为 平方 和 的 正 整数 集 对 屁 法 针 闭 ， 
3. 求 自然 数 可 表 为 平方 和 的 充分 必要 条 件 . 


§ 3.4 分 解 群 


本 章 以 下 部 分 讨论 Galois 扩 域 的 素 分 解 . 

设 工 /天 为 n 光 Galeis 扩 域 ,Galois 群 GaltIL/K)==G, 于 是 
G 中 每 个 元 素 4 是 工 的 一 个 KK- 自 同 构 ( 也 基 工 到 天 的 代数 闭 
包 忆 的 下 - 杠 入 ,不 过 工 的 在 入 象 与 自身 相同 : oL=). 民 恰 为 
在 每 个 se 下 都 不 动 的 工 的 元 素 全 体 .a€E 工 的 每 个 下 - 共 思 
均 在 工 中 ,上 恒 可 作为 某 个 多 项 式 的 分 裂 域 . 

GQ 的 每 个 子 群 晴 , 对 应 着 其 固定 子 域 F(H) 一 {a€ 工 |oe 二 
ay aoE 百 )， 而 工 二 区 的 每 个 中 间 域 忆 , 对 应 着 奖 定 (中 每 个 元 
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素 ) 的 子 群 五 (FYCG， 上 述 这 种 对 应 是 G 的 子 群集 {五 ) 与 L/K 
的 中 间 域 集 { 严 } 疝 的 1 ; 1 对 应 ; 友 序 (对 包含 关系 ). 玉 为 正规 域 
( 即 Galois 扩张 ) 的 充分 必要 条 件 为 互 (F) 是 正规 子 群 , 比 时 Gal 
(FAK) 一 G/FY, 自 热 有 (FF) 一 HFDN HD). 

以 下 总 是 设 工 / 坟 为 nr 深 Galois 扩张 , 久 是 Dedekind 环 A 
的 分 式 域 ,8B 是 4 在 工 中 的 整 闲 包 . 设 所 有 的 域 扩 张 均 是 可 分 
的 . 设 如 为 4 的 素 理 想 ,在 B 中 素 分 解 为 

多 B=, 
注意 对 于 局 的 作用 封闭 ( 苦 a&€B8,5EG, 由 (a) 二 0 凤 可 知 
Cg 有 Cow) 一 0, 故 caEB, 这 里 了 E AL[XX], 是 a 满足 的 首 一 多 项 
式 ,of 是 把 了 的 系数 以 ec 作用 ). 集合 { 吕 ,,…, 吕 .} 在 G 作用 下 
是 封闭 的 ;事实 上 对 任意 器, 和 oEG,o%; 也 是 素 理 想 (由 /oe 
二 gL/gG. 二 a(L/G0) 是 域 而 知 } ,有 人 oj) 站 A=o 叶 人 门 4})==a 芭 
二 包 ,我们 称 只 与 外 为 共 辆 理想 . 


命题 1 G 在 {器 ,,…, 吧 ,} 上 的 作用 是 可 迁 的 ( 即 对 任意 渗 ， 
QE {六 ;存在 Et 食 B=oQ) 也 即 Bl, 为 相互 
共 印 的 理想 ). 


证 明 设 局 的 元 素 为 Grd oi=1. 若 钻头 加 和 
oa 入; 则 由 中 国 剩 余 定 理 ( 注 意 此 时 器 与 诸 m@ 均 为 极 大 理想 ， 
故 是 互 素 的 ), 存 在 着 xEB 使 

TD0(mod 好 ) ， 
Xz 三 ] (modoQ@), 


T=] (modo,.®). 
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Nex Cr)=o retrlo (Cr) ERNA= CQ, 
(注意 g(r) 二 zE 和 车 , 帮 NC)E 吕 ), 但 由 x 全 oQCY sEG) 知 
gx 人 EQCY 5EC) ,与 上 式 了 矛盾 口 


命题 2 对 于 = 沈 Galois 扩张 工 /天 ,天 中 素 理想 个 的 分 解 

必 取 形式 : 
如 B= (WV), 
He=elB |@) = =e Ve | 如) 一 向 0) == |), 
进而 有 
efg=n. 

证 明 对 于 任意 1,j, 由 命题 1 知 ,存在 oEG 使 名 一 a,， 
于 是 由 外 B= BB 可 和 PB=o( B)= 
(CoRR) ,由 轩 子 
分 解 唯一 性 即 知 站 一 ea: 同 理 知 el 二 er 二 … 二 6. 再 由 | 0 》 
=[B/W, :; A/® 1]=LB/ed;: A/@]=[o(B/B) t A/W |= 
LB/ 避 A/ 一 了 (8,| 名 ), 电 得 命题 . 口 

定义 1 设 I/K,ACB 如 上 ,8 为 4 的 素 理 想 , 员 为 名 在 
8B 中 的 素 理 想 因子 . 

(i 令 

Ga= {osECGIoR =B), 

Gs 称 为 如 的 分 解 群 (Decomposition Group) ;也 记 为 DCG| 
多 》， 

Gi》 Ga( 在 Galois 理论 下) 的 固定 子 域 CL 称 为 器 的 分 
解 域 . 

证 入 = 六 ; 若 os Bu(g, EC) , 则 显然 陪 集 eaCm 中 元 素 均 
把 器 变 为 轴 ,, 这 也 是 能 把 哮 变 为 兴 , 的 C 中 元 全 体 ( 若 o 品 一 由 
一 中 想 , 刚 oo 下 一 风 , 故 oricEGa 故 aoEoGs). 因此 ,将 避 对 
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Ga 作 陪 集 分 解 
G 一 CeUczceU…UocGa， 
则 
站 一 名, gd 0 =». 

恰 为 旬 在 五 的 素 理想 困 闻 全 仁 ,特别 可 知 

并 Ca 一 ?Ag 一 针 ， 
又 o 吕 的 分 解 群 显然 为 

人 wa 一 (Crac 
(事实 上 ,显然 有 keGaa (Co 出) 一 (ecGa ?小 一 c 站 反之 若 ro 由 ) 
一 6 娩 则 (elro) 然 一 申 , 则 czzEGm 故 FEoGec 全. 

对 分 解 群 Gx 的 兴趣 来 自 于 下 列 事实 :Ga 不 改变 器 , 故 可 作 
用 于 互 一 号 /型 , Ge 中 的 任 一 元 9; 把 涛 的 一 个 陪 集 仍 变 为 一 个 
陪 集 , 即 对 任 一 bE 8B, 若 记 5=# 十 器 , 则 
oHB)=o(6— WV)=obtd = B= 6, 

因此 ec 自然 地 可 视 为 百 在 刀 = A 名 上 的 自 向 构 - 即 有 群 的 自 
疝 态 


Y: Gn—*G=Gal(B/A), 


¢ Pg, oh)=ob. 


定理 1 设 域 L/K 和 环 ACB 如 上 , 涉 是 8 的 素 理 想 ,Gs 
是 如 的 分 解 群 ,1 是 其 分 解 域 ,B' 是 4 在 天 中 的 整 闭 包 ,9 一 
BN NR, = 人 NA 

(1) & 的 一 1, 即 9 在 工 只 一 个 素 因 子 久 .而 且 7 是 有 此 
性 质 的 最 小 中 间 域 . 

C2) 7FKq|e) 一 (| 从 ) 一 1， 有 eq 一 47 信 

《3) 百 一 B /中 是 元 一 47 介 的 Galois 扩张 , 且 有 和 群 的 满 同 态 
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工 7Y, Gs —>G=Gal(B/A), 
6 Fg, 900)—ob. 
*f| 6, 证 (1) 对 任 一 中 辐 域 忆 , 记 4 一 人 站 
五 . 因 49 在 工 的 素 理 想 因 子 均 与 器 共 辆 , 故 


LPB’," 因子 个 数 为 g109) 二 1 相当 于 GZ B) 介 一 
9 名, 这 又 相当 于 GUL/E}YCGw ,REDDL’. 
下 ,4， 提 <2) 由 忆 ) 知 ec/ C8/9)= 二 [ 工 : 4] 


=ef, 即 eC) =e, fF(W/0) =f. 故 知 etq| 和 Y= 了 01) 一 1. 
后 者 说 明 B*jq= 二 =A/ ， 

(3) 任 取 zE 吕 zz 在 4 上 满足 一 首 一 不 可 约 多 项 式 (XX)， 
其 根 x:€ B( 因 工 是 Galois 扩张 ), 故 (系数 权 外 后 )f(X}) 的 根 无 
均 属 于 五 , 即 知 吾 / 权 是 正规 扩张 , 即 Gatois 扩张 . 

再 证 自然 间 态 Ga 一 = 是 满 射 . 可 设 有 限 扩张 B/A 由 a 
生成 , 即 吾 =2[aj,a€ B. 设 a 在 BF 上 的 首 一 最 小 多 项 式 为 
AXY. 于 是 a 在 及 上 的 极 小 多 项 式 蚌 了 CX) 的 因子 . 安 中 的 每 
个 元 素 由 oa 决定 ,sa 是 了 LX) 的 根 . 由 于 Go 可 迁 地 作 几 于 
A(X) 的 根 , 硕 必 存 在 sEGs 使 94 一 aa; 即 5=a'. 国 


3 3.5 惯性 群 


继续 上 节 讨 论 ,Gw 为 器 的 分 解 群 ,自然 映射 
7 Crm 一 人 ， Fs 
定 尖 1 Ts 二 Ker(7Y) 称 为 器 的 惯性 群 (Inertia Group ， 
Trigheitsgruppe); 也 记 为 工 (路 | 9). 其 固定 子 域 记 为 五, 称 为 
站 的 惯性 域 ， 
显然 有 
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Te = {otE Gulo=1} 
=={oE Gs15(8) 一 # 对 任意 aEB) 
二 loE Galo(a) 三 wr mod 台 ”对 任意 aEB} 
一 {oEClata)=c mod 吕 ”对 任意 EB8). 
最 后 的 等 导 是 由 于 * 取 aAE 出 则 Go2=a 亿 遇 , 帮 知 TEGO. 

虫 定义 知 Ts 是 Gs 的 正规 子 群 , 故 上 /上 ,L/L 均 为 Galois 
扩张 ;上 有 Gal(L/A=Tw，Gal (LL) 一 Gs/Ts 衬 G. 特别 可 知 
[一共 尼 一 了 从 而 e=[L 上 1 sg=LL :KJ. 记 WB'= 
BN LB=BNE. 


命题 1 e( 见 | 见 一 e， 如 | 出 和 一 上 
ef 名 0 一 1， 大 外 19 一 大 


证 先 证 (外 | 对 ==1. 任 取 9E€B, 取 xEB 使 = 则 
s(x)—1] (XKX—o0 EREX1. 
系数 横 凤 之 后 CX)E BLXJ. 但 og 二 8 二 1*8==8 (对 所 有 = 
ETs), 故 g(X)= (XD", m= HTa. 而 Gal(B/1B8') 中 每 个 司 
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构 g 映 8 为 g(X) 咽 一 根 , 仍 为 6 故 Gal(CB/ 尼 ) 一 1, 百 一 吾 ， 
加 | 加 站 一 1 在 由 f(9| 间 ?二 1 知 六 六 "19) = 让 于 是 知 e CR) 
二 1. 由 上 节 el 人 | 多 )=] 知 el 结 | 对 一 | 

也 就 是 说 ,对 于 路 下 的 素 理想 有 ， L/I: 是 完全 分 野 的 ， 
LK 是 非 分 歧 的 , L*/ 开 是 (至 少 2) 分 型 的 ,L/L’ 是 不 分 型 的 
《 即 9 上 只 一 个 因子 ). 

现 设 庆 是 1/K 的 中 间 域 , 令 外 ' 一 辕门 民 ,A' 为 4A 在 KK' 的 
整 闭 包 ,G' 蚌 K' 的 曾 定 子 群 . 令 G's=DOB|@),T'g 一 TT( 氏 | 
名门 为 吕 在 名 ' 的 分 解 群 各 惯性 群 . 由 定 久 易 知 有 

G's—GafG, T's=TeN0'. 
故 了 7 =LiK', 天 一 天， 
其 中 ,二 为 器 对 于 间 ' 的 分 解 域 和 惯性 域 . 故 有 


命题 2 《1) LCK' 当 且 仪 当 伯 'B 是 器 的 竺 . 
(2) LOK' 当 且 仅 当 et 从 让 从 )== 了 FC( 侦 "多 一 1 
(3) 天 CK' 当 旧 仅 当 册 对 咎 完全 分 歧 ， 
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C4) 无 一 大" 当 上 且 仅 当 人 复仇 ?》 一 1 

(5) 若 旭 在 五， 均 非 分 歧 , 则 在 Li 非 分 凡 

(6) 者 名 在 工 , 荆 ; 均 完全 人 分裂, 划 在 LL 完全 分 列 ， 

证 (1) 名 是 加 的 蛤 SK'=L 一 上 KR 人 OLCK'. 

{2) et®' 1O)= OP =e B OOF VB PN =ef 
SL = LRGOK'CIA. 

C3) 和 (4? 可 与 (2) 类 拟 证 朋 . (5) 记 工 二 Lz; 由 (4) 知 
CE 故 上 CL, 有 即 上 一 上 (6) 和 伺 样 可 证 . 口 

设 加 =s 吕 ,a ECG. 则 显然 是 的 分 解 店 为 a ,惯性 域 为 
olL'. 注意 不 一 定 是 正规 域 CGw 不 一 定 是 G 的 正规 子 群 ), 故 
可 能 天 和 关 wz 因此 十 二 辕门 oo 9 在 LIL 的 分 解 情形 并 不 
清楚 (只 能 知道 旬 在 中 分 解 为 (名)}=9MM, 及 与 9 互 率 ). 但 
车 Gs 为 正规 子 群 ,LA/KK 为 Galois 扩张 , 则 ==6L* 同 为 任 一 
小; 的 分 解 域 , 若 旬 在 J” 完全 分 解 : (外 ) 二 fHqo*…%. 再 若 T's 为 
G 的 正规 子 群 , 则 LaiL 同时 为 所 有 器; 的 惯性 域 ,版 每 个 9; 
在 性 询 仍 为 素 理 起, 每 个 9 到 工 后 均 分 解 为 素 理想 好 | 的 e 次 
智 (19 一 好;. 

设 志 一 已 /天 为 Galois 扩张 ,GalCD 7 天) 一 避 ， 刚 易 知 
L/Ls 为 Galois 扩张 , 旦 GalfZ7D) 可 视 汶 G, 的 子 群 . 事实 上 ， 
任 一 Gal(L7 了 2 限制 到 志 上 后 可 视 上 
为 G, 中 元 素 , 故 有 和 群 的 (限制 ) 同 态 ; 

S$; Gal( 了 /EL CO， 
且 显 然 是 单 射 , (5(o) 一 1 意 际 着 保持 工 ， 工 : 
互 | 的 元 素 不 动 ,而 上 叉 保 持 工 中 元 素 
不 动 ( 因 属于 GaltL/L), 故 保持 上 的 元 
束 不 动 ), 故 S 为 群 的 嵌入 ， 
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现 设 风 为 工 的 未 理 想 , 伸 一 时 和 门 4，9 一 山门 下, 是 4 在 
L; 中 整 闭 包 ,对 于 数 域 的 情形 , 恕 一 Or 


命题 3 (1) 分解 群 D( 中 |4;) 可 视 为 DO, | 钊 ) 的 子 群 . 
(2) 惯性 群 了 (下 1qz) 可 视 为 了 (9 | 估 ) 的 子 群 . 


证 明 《ia 万 (个 | 中) 意味 着 oE Gal(A 且 虽 一 外. 
从 而 = 可 视 为 G 中 元 素 且 of 一 5 加 人 有) 一 (c 巾 7 门 CoB 一 
全 站 五 一 外 即 知 GE 五 Ch | 从)， 

(2) go 人工 ( 汉 |9,) 党 昧 着 soEGal(L/Lz}, 自 对 gEB 有 va 三 
altimnod 站 ), 故 rrEG 且 对 a€ 8 有 a 二 almodq1} (因为 1 二 
基站 B), 即 知 oET(q) 入 DD 


习 是 
1， 设 如 命题 3. 证 明 "* 非 分 歧 性 ?和 "全 分 裂 性 ?的 可 提升 ， 
即 车身] 得 非 分 歧 ; 则 轩 19; 非 分 歧 ; 若 9 1 和 完全 分 列 , 则 蕉 19， 
完全 分 玫 ， 
2， 设 如 命题 1, 而 L/K 为 Abel 扩张 ,证 册 Ce 和 Tw 均 只 
依赖 于 外 . 


§ 3.6 ” Frobenius 自 同 构 与 Artin 映射 


现在 继续 上 节 讨 论 , 但 进一步 设 剩 余 类 域 是 有 限 的 , 即 设 . 
六 佣 一 并 44/ 入 一 并 下 一 . 
为 有 限 的 ,这 里 外 为 KK 的 素 理想 ,KK 是 4 的 分 式 域 ,LL/ 民 为 n 
次 Galois 扩张 , 罗 为 委 在 工 的 素 理 柱 因 子 .例如 当天 为数 域 
时 , 设 六 们 2=(p), 则 下 是 =2Z/pZ 二 FF, 的 AC8 |p) 光 扩 张 ,gq 
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三 p ?是 有 限 的 . 当 KK 为 有 限 域 上 一 元 函数 域 时 ,gq 也 有 
限 ). 于 是 I=B/ 吕 是 外 的 f 一 了 如 | 8 ) 次 扩张 (这 里 BB 是 忒 在 
工 的 整 闭 包 ). 由 有 限 域 知识 可 知 ,Fr/Fs 的 Galois 群 是 循环 
群 ,生成 元 为 Frobenius 自 同 构 pie 广 一 ~ ,因此 可 知 忌 一 
Gail(L7K) 是 了 阶 循环 群 , 设 上 的 生成 元 为 5,5 是 o€ Gs 在 同 
构 Gx/Ts 衬 G 下 的 象 ,5 由 下 式 刻画 : 

Ta) a (Y aEL) Cy 
5 在 Gu 的 不 全 是 一 个 陪 集 oTw, 记 为 (加 ,LL/K). 显然 ,a7a 只 有 

个 元 素 写 Ts 二 1 对 加 对 久 非 分 歧 ; 此 时 记 = 的 唯一 原 象 

ro 下 ,LAMK) 或 (全 )， 
称 为 加 对 不 的 Frebenius 自 同 构 ( 符 号 ), 由 (* ?证 知 ,对 任 一 
fEGr，a 一 (处 ,区 ) 当 县 促 当 

pe Td (mod 人}. (Y aEWY 

进一步 ,对 oc€E 食 ,只 要 0 满足 上 式 , 也 有 5 一 (小,L/K). (因为 由 
上 式 即 可 知 as 鳞 所 外 , 即 ecECGm). 


Py 
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命题 1 设 L/K 为 Galois 扩张 ,天 的 素 理 想 如 在 工 的 素 理 
想 因 子 氏 对 天 非 分 歧 ,天 的 剩余 类 域 玉 是 4= 入 外 元 有 限 域 ， 
则 
(1) Frobenius 自 同 构 ( 吕 ,L/K}) 旦 fF( 吕 | 六 ) 阶 循环 群 Ca 
〈 即 多 的 分 解 群 ) 的 生成 元 . 且 对 gEG,o 一 ( 双 ,L/KK) 当 且 仅 当 
Gaoamy (modW) 《Y ee BY). 
〈iy 对 任意 rEG，r 吕 的 Frobenius 自 同 构 为 
CB ,LK)=r ,TL/RYr, 
dii) 设 玉 为 L/K 的 中 则 域 , 伸 ' 一 对 站 天 ,出 
BLED={8,L/KRY eI. 
Cv) 车 Gi) 中 KK'YK 为 Galois 扩张 ,由 
(BL/KR)Ir={O', K'/KY. 
(YV) 设 及 为 下 的 任 一 有 限 扩 张 , 台 ' 是 加 在 LM 中 任 一 素 理 
想 因 子 ; 旬 ' 二 由 站 导 . 则 名 对 MM 非 分 歧 且 
BLM/AMD NB, LR 


LM 

of 

证 明 i) 已 证 过 . NN 

Gi) 显然 患 也 非 分 肢 , 而 由 允 | 
j 


(WB,L/K) (ra) = (ia) ~ 
(mod WY(Y a€EB), D> 
可 知 机 

(VDL/K)rT Da=@ (mod 全 JCY oE 有 )， 

CB, L/KY YD (a =a (modR) (¥ eeE 
By). 

{iv) 由 

(BL/K)a=a (modWY(Yy aE B), 

知 {BL/R)r=otmodM NN EDDY aE BN KN). 
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cv) 由 上 节 命题 1 知 器! 对 的 惯性 群 是 名 对 天 的 惯性 群 
(=1) 的 子 群 , 故 好 对 对 非 分 歧 , 而 
(WB' ,LM/MDa = 一 ar 一 ci 9 

= LRN a) (mod WY a€ B.C 


现在 设 IL/K 为 Abel 扩张 , 设 大 的 素 理 想 旬 在 工 非 分 歧 . 
于 是 由 命题 1(i) 可 知 , 旭 在 工 的 所 有 素 理想 因 了 于 个 (或 r 品 ?的 
Frobenius 自 同 构 是 相同 的 , 记 为 

CPL/K)=(W,L/K), 
也 称 为 外 的 Artin 和 让 和 同 构 (符号 ). 
志 rtin (Frobenius) 符 号 的 深层 意义 在 于 ; 它 把 天 的 一 个 素 
理想 儿 对 应 到 玉 的 扩张 大/ 天 的 Galois 群 GCL/K) 中 一 个 元 素 
《但 也/ 天): 
P (LK). 
我 们 可 以 把 此 映射 积 福地 拓 广 到 的 一 般 分 式 理 辑 上 去 ,只 要 
这 个 理想 不 含 分 歧 的 素 理想 因子 . 详 言 之 , 记 J(d) 为 与 的 判 
别 式 4 互 素 的 民 的 分 式 理想 子 群 ,对 于 I(td) 中 任 一 理想 T= 
TI 各"* ,定义 了 的 Artin 等 号 为 
(TL/RY=IC® ,LK)e. 
于 是 ,Artin 符号 就 建立 了 理想 群 到 Galois 群 的 同 态 上 映射 
ws Td GL/KR), 
了 (lL/K), 
o 称 为 Artin( 互 反 律 ) 映 射 . 可 以 证 明 ,w 是 满 射 , 它 的 核 * 基 本 
上 ?就 是 范 , 即 (4) 一 {Nix 轩 | 加 为 上 的 与 d 互 聚 的 理想 , 
(事实 上 ,Ker wa 一 各 sf (qd) ,其 中 多 ;是 菜 些 主 理想 上 集 ). 因此 有 
类 群 到 Galois 群 的 同 构 : 
I(d) /KerwSGL/KR). 
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这 就 引 向 著名 的 “类 域 论 ”. 
3.7. 二 次 域 等 域 中 的 素 分 解 


设 尺 二 QC Yd ) 为 二 次 数 域 ,d 为 无 平方 因子 有 理 整 数 ， 此 
时 总 有 


Or=2Z[el, 

ds, 当 避 三 2 或 3 (mod 4)， 
2 一 

此 并， 3 d=1 (mod 4). 


我 们 用 Kummer 定理 来 研究 素 p 在 居中 的 分 解 ， 
1, 先 设 4 三 ? 或 3 (mod 4) ,于 是 = vd , 它 在 各 上 的 最 
小 黎 项 式 为 
F(X)=X:—d. 
模 以 ,在 FF, 二 Zi/pZ 上 分 解 情形 有 三 种 ; 


XX’, 当 吧 一 EF pn 
Fora ar saer 当 了 和 
Nid, 理 . 
情形 2 相当 于 也 是 檬 p 的 平方 锌 余 , 即 ( 仿 )=1, 且 设 4 二 


(modp) ;情形 3 相当 于 d 是 模 p 的 非 平方 利 余 , 妇 ( 久 ) 一 一 
1. 由 Kummer 定理 可 知 相应 有 三 种 分 解 情形 ， 


? =(p, vd), 

POx= 多 | 六 ，， OI= (pv da Pmtp, vd +a), 
六 ， =pd—d)=(p). 

?3 


注意 在 情形 2 , 当 ea 时 ， 入 1 隆 如 ,因为 (x 一 &) 和 (zx 十 4a) 是 不 
. 同 因 子 . 
2. 再 设 4 二 1(mod 4 , 则 a 一 二 六 全 的 极 小 多 项 式 为 


f= -lt Ex Ld) x Xt 


Ci) 当 思 关 2 时 ， 
rly a 
IHX) CX? 


故 在 F, 上 有 分 解 : 
| 当 pld， 
FX HX (4), d= mod py 
NX), 当 d¥a: (mod PY CY a). 
出 Kummer 定理 可 知 相 上 应 有 分 解 
分 1， 9 一 人 十 区 全 =p, Va), 
Ac 从 多 8.—tp, Ht 1 有 一 (VETa， 
做， 从 二 Cp)， 


注意 (pw a /2 一 (PP Yd)， CA- 人， Yqd 干 a}( 由 


于 2 与 户 互 素 ). 
() 当 思 = 二 2 时 ,各 ?2 有 


了 生 


二 < 当 4d=ITCmodg)， 
4 11， 当 d=5 (modB8). 


故 
7o0= (ye 当 Ga==1ltmod 8), 
芒 : 十 下 十 1 ， 当 d 二 5(mod 8)， 
相应 有 分 解 
li+va Ee 
ool? 伊 :， 从 1 二 (2， 2 ) ,入 :二 (2， 1>， 


总 之 ,我 们 有 如 下 定理 : 


定理 1 设 天 = 和 @(Y 4 ) 为 二 次 域 , d 为 无 平方 因子 有 理 整 
数 , 则 :(1) 奇 素数 产 在 天 分 解 如 下 ， 
P:, P=(p, vd), 当 d=0 (mod p); 
pOg=4 四 Pas =p, vd +a) ,da(mod p24€ 2—(0); 


P,P=(p), 1. 


(2) 2 在 玉 分 解 如 下 : 
如 二 (2，wvd 或 02， vd+1)， 
分 别 当 dd 二? 或 3 (mod 4); 


2Ox 一 
好， 从， 禾 , 一 《2， 于)， 当 d 三 1] (mod 8)， 


， 六 二 (27), 当 d= 二 5 (mod 8)， 
素 分 解 pOk 一 入 2， 闪 1 交 2 《从 1 关 多 :前 三 种 情形 分 别称 为 
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在 玉 中 分 歧 《Ramification) ,分裂 (Split), 惯性 dnertia). 三 
种 精 形 下 分 别 记 
0， 
a 
—1. 


这 称 为 Kronecker 符号 ， 显然 当 记 关 2 时 ， 这 与 Legendre 符号 
一 致 ， 当 p 二 2 时 ， (和 二 ] 意味 着 d 王 1 (mod 8) ， (9)=— 
1 意味 着 4 三 5 (mod 8) ,其 余 情 形 ( 即 4 三 2 或 3, 亦 即 判 别 式 
DEK) 三 0Cmod 4)) 均 为 (9) 一 0 


3.7.1 多 重 二 次 域 中 的 素 分 解 

考 虚 #* 次 数 域 

LQ ds a,). 
其 中 Q,,*…,d, 是 无 平方 因子 有 理 整 数 , 工 常 称 为 a 重 二 次 域 或 
C2500,2) Cn 重 ) 型 数 域 . 对 于 任意 的 ma， 可 以 确定 任 一 素数 疡 在 
工 中 的 分 解 情形 [Zh1]: 
pOr—= {OO efg=2", 

显然 王 有 2 一 1 个. 二 次 子 域 K, 一 QCVd.), 四 是 二 GE 
) 之 积 的 无 平方 因子 部 分 (vw 过 们 ,…,n} 的 非 室 子 集 ). 例如 革 
一 QC(w 人 2 ,YY 了 ,V10) 的 二 次 子 域 共 ?7 个, 4d, 一 2,3,10,6,5,30 
和 15, 工 的 生成 (写法 ) 下 是 唯一 的 ,例如 dl 换 为 dd 的 无 平方 
因子 部 分 ) 也 可 以 , 但 二 次 子 域 集 是 唯一 的 ,可 以 用 来 确定 疡 在 
工 中 的 分 解 情 形 . 

上 1) 当 疡 为 奇 素数 时 , 记 3e7) = I 为 请 Legendre 符 
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号 (2 ) 的 形式 积 ,过 {1,… va) 的 子 集 ( 当 = = 纪 为 室 集 时 , 约 


定 d 一 1D). 例 如, 当 一 3 时 ,对 上 = QCY3，Y3，Vi0)， 

lr2 .310 6 5 ,30, 15 , . 
SAAD = FT TT.0 
:0 1 :0:0=1 (一 172 0,, 


按 奇 素数 p 的 分 解 准 形 , 工 分 为 4 类 , 且 可 取 dd,… ,qd 如 
下 表 : 


1 《一 1 


CoO,1n 1) 1 1 De 


[| 


( 当 n=1 时 内 有 前 三 类 ). 例如 对 于 p=3, =Q(v2， 
V3,"10) 属 Ct, e 二 2, f= 一 2, g 一 2. 

(2) 当 p 一 2 时 , 记 形式 积 S,(Z) 一 ] 1[a.J, 其 中 [4,] 为 a 
的 模 8 剩余 . 

例如 ;对 =QCY 2 ,v3 ,V10), SiAL)=1+2*3.2+6 
S67=1l*5*.3.7.2:. 8, 

按 2 的 分 解 准 形 上 分 为 如 下 8 类 , 且 可 取 d,…,d, 如 下 
表 : 
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分 类 序号 (dwrd, jmod 8 Ssti) eIf|s 
CC: {1 12 1* 了 | 1 2 
Ci C511 ,1) 1 5 112 Ea 
人 1 《二 21 1) 1 +t 2 | 1 ml 
人 CRS lo) | 1 sa" | 2 I’ 2 
人 | [| 1 Ee 2 01 [2 
人 《35，1，) 12 (5 937 72 2 | 2 2 
CO: (CFE,2,1,. 1) 1 4 | 1 | 2 
CE CBr23l sd) Bd) 4 | 2| 2 


其 中 玉 二 3 或 7( 当 x 一 2{ 识 1) 只 分 前 5( 或 3) 类 ). 当然 也 可 将 
3 与 G3 合并 ,C1 与 Ci 合 并. 例如 , 工 =@CY 2 ,wv 3,Yi0) 属 
于 C0, e=4, f=2, p=1. 

对 于 更 一 般 的 次 数 为 素数 宕 的 Abel 域 工 ,也 可 较 明显 得 到 
工 中 的 素 分 解 情形 和 也 的 分 类 ,与 上 述 分 类 很 类 似 . 不 过 这 要 
用 到 更 进一步 的 域 的 特征 等 理论 . 

以 上 二 章 用 理想 论 讨 论 了 数 域 ,为 了 更 进步 研究 ,需要 赋 
值 论 和 局 部 域 的 理论 ,以 下 两 章 介 绍 . 
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第 四 章 ”赋值 论 与 完备 化 


841 p-adic 数 


K. Hensel (1908) 首先 引入 p-adic 数 , 推 广 了 实数 和 复数 的 
(普通 ) 弧 对 值 概念 ,发 展 出 赋值 理论 , 它 不 仅 是 研究 代数 数论 
“特别 是 类 域 论 ) 的 简捷 有 力 工 上 其, 而且 在 单 变量 代数 函数 论 , 整 
闭 整 环 和 代数 几何 中 均 有 重要 应 用 . 

先 从 初等 数论 中 解 方程 说 起 , 方程 

， Xi 一 ?2=0 (1> 
在 Z 中 显然 无 辞 , 但 对 任 一 素数 pp, 可 考虑 它 的 模 p" 同 余 解 
ze 例如 取 记 一 7; 易 知 (1) 对 模 ? 有 解 z 一 一 3. 再 令 二 a。 
十 将 轧 1 待定 ,代入 方程 (1)(mod72) ,可 得 1 一 3 十 了 ， 同样 可 得 
方程 (1) 的 模 7 同 余 解 为 四 一 3 十 ?十 2 。 于 , 模 ? 解 为 zx; 二 3 十 
7 十 2 于 十 6，7 ,等 等 . 帮 对 性 意 = 之 0, 可 得 方程 (1 (mod pp"*， 
的 解 

Fa] 二 Qu 十 pp 二 王 二 (0 
而 且 zx-: 与 zs 的 前 面 各 项 均 相 同 , 只 甸 出 一 项 as- 加 . 当 P 
很 天 的 时 候 ,我 们 有 一 种 感觉 ,好 像 r,,“ 差 不 多 ”就 是 原 方程 的 
解 ( 如 昔 对 模 p 的 一 万 次 方 时 zz 满足 方程 的 话 , 在 多 数 “ 实 
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用 ”情形 下 ,x .: 可 视 为 事实 上 的 解 了 ), 而 县 =” 可 以 任意 地 大 ， 
解 x-: 可 以 任意 地 “精确 "下 去 , 这 就 引入 两 点 想法 : 

cd) x 越 大 ,zr 越 显 得 微不足道 , 似 应 给 它 定 义 ( 赋 以 ) 一 个 
微小 的 “ 值 ”. 

C2) 序列 Tq wTi9*" Ta9""" 似 在 赵 于 一 极限 值 . 

这 引导 我 们 作 如 下 定义 ， 


定 久 1 (1) 对 有 理 数 pre/a (lap,nEZspla,pw); 定 六 

其 p-adice 赋值 为 
] ve* 
| pb/a|, = [53] ， 

(2) 无 限 级 数 go 十 pp 十 azP 十 (OEa; 之 Pp) 称 为 p-adic 整 
数 , 全 体 记 为 马 :z 的 分 式 域 记 为 8,; 其 中 元 素 称 为 p-adic< 有 
理 ) 数 , 即 形 加 以 下 的 无 限 级 数 : 

aap "teip Taetaptap’ tt 
tm 为 任 一 正 整 数 ,0<eai 反 户 ). 

重 如 x 二 3 十 ?十 2，7? 二 6， 了 十 Z| x1; 一 1, 皇 如 Y= 
22742 十 2 一 7) 而 2 二 27 十 2，7 十 
971T3+2 TT3 0 |z | = 一 天 

有 了 定义 1, 就 可 雇 说 x 一 2=0 在 @; 中 有 (7-adic 数 ) 解 ; 
z 一 3 十 7 十 2， ?二 6。，73 十 -… 有 时 记 此 解 为 v2 EO;. 

注意 ZCZs 旭 CCO,. 若 记 2/ 为 Z 对 (p} 的 局 部 化 环 
{Z 一 (p)) 2, 则 有 

pA 
事实 上 ,对 任 一 b/aEZ', 由 pta 知 
如 一 to 十 的 下 十 十 G 丰 (as 天 00 扫 ai 扫 产 )， 
故 有 ;EZ 使 dia 三 1Lmodp). 豆 
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202 一 ] 十 已 疡 十 op OEDb pp). 


T= a tp 二 十 bp) 


pa 


= a tl— (hp he Bp "ap — ») 
€ Z,. 
最 后 等 号 是 由 于 对 形式 塞 级 数 羔 法 有 
(TA) (r=l. 
故 知 5/a€EZ,，Z'CZ,. 上 述 事 实 上 也 证 明了 


命题 1 设 2=ay 二 ap 十 dz 声 十 2。. (0 护 ay< 志 ), 则 当 
用 仅 当 ao 天 0 时 ,a 在 Z; 中 可 道 . 


命题 2 Z, 的 全 部 真理 想 为 ( 户 )， Cp’), {pe 其 中 Ca) 
=aZ,). 


证 明 设 1 为 Zz, 的 非 3 理 想 ,不 妨 设 
a 二 anp" Tanip™ti+ Can 0) 
是 1 中 含有 的 最 条 次 具 项 的 元 素 ( 之 一 ). 于 是 


如 一 Bf a' 一 Cs 十 Cofl 疡 十 …*， 
由 命题 ] 知 咯 在 也 中 可 道 , 即 存 在 5EZ 使 o8 一 1. 故 I 会 6 
一 pra6 一 加 , 即 知 了 一 (5). 口 
还 显然 有 


Z1]zpZE, 一 Z/pZ 一 了 /ppZ. 


习 题 
1. 求 37 一 的 5-adic 解 ( 至 横 5*). 
2. 求 妇 一 7 的 3adic 解 ( 诗 模 35). 
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$34.2 赋值 


定义 1 域 六 的 一 个 赋值 (或 称 绝对 值 , valuation 或 
absolute value) , 即 是 天 到 实数 域 R 的 一 个 观 射 pg: Fr | ,， 
且 满 足以 下 三 个 条 件 ( 对 任意 zx,yEK): 

V1( 正 定性 ). |z|,>>0( 当 xz 天 0),10|. 一 和 

V2( 积 性 ), | zy 一 [zy|:. 

V3( 三 角形 不 等 式 ). |z 十 >|, 委 |z| 十 ?| 
如 果 赋 值 ?还 满足 比 V3 更 强 的 下 述 条 件 : 

V3'( 超 三 角形 不 等 式 ). |z 十 |, 科 maxfiz|。ly|.), 则 称 
P 为 非 阿 基 米 德 的 non 一 archimedean) ,否则 称 中 为 阿 基 米 德 
的 .上述 赋值 也 记 为 ] |; 或 称 为 z, 有 时 也 记 |x|.=|zx|= 
FT). 


赋值 的 积 性 ( 即 V2) 说 明 pk * 一 >R' 是 群 的 同 态 . 由 此 
立刻 知道 (1|=1, la =al-! lal= 和 |/lal, | 一 1|=1， 
1 一 a| = 二 1al. 而 且 若 8 为 单位 根 则 It|==1{ 由 于 1*= ”|= 
1), 


例 1 平凡 赋值 ) 令 |zr|, 一 1( 对 所 有 0 二 xzEK), 则 得 一 赋 
值 , 称 为 平 所 赋值 ,显然 是 非 阿 基 米 德 赋值 ， 当 天 为 有 限 域 时 ， 
Kk 只 有 平凡 赋值 ,这 是 因为 下 的 非 0 元 均 为 单位 根 . 今后 总 设 
我 们 讨论 的 赋值 不 是 平凡 的 . 


例 3( 无 限 赋值 ) 当下 =R 或 C 时 ,普通 绝对 值 即 是 一 个 
吕 名 


同 值 , 称 为 无 限 或 无 穷 赋值 , 记 为 | |- ,是 阿 基 米 德 赋 值 ，. 


例 3(Cp-adic 赋值 ) 考 谨 有 理 数 域 Q， 如 上 节 , 国 定 素数 p， 
对 有 理 兽 pb/a (plab), 今 
[Al 一 (1 
则 | |; 是 如 的 -个 赋值 , 称 为 p-adic 赋值 ,显然 是 非 阿 基 米 德 
赋值 


例 4C 有 理 蚂 数 域 的 赋 信 ) ” 设 下 为 任 一 域 ,XX 是 不 定 元 ， 
F[XJ] 是 下 上 的 多 项 式 ( 形 式 ) 环 , FCXI 的 分 式 域 2==F(X}) 称 为 
有 理 式 {形式 ) 域 或 有 理 函 数 域 ,FCXJ 与 P(X) 的 关系 类 似 于 Z 
与 烟 的 关系 . 

{1) 设 记 一 p(X) 是 下 CX- 中 首 一 不 可 约 包 项 式 ,于 是 (XX》 
中 每 个 有 盏 式 可 家 为 

f=phig (ptgh, nEZ, fgE FLXY, 
令 
.= |), 
则 | .上 是 ECX) 中 一 赋值 , 称 为 pCX)-adic 赋值 . (上 式 中 Le 
也 可 换 为 任 一 常数 s(0<s<1)). 特别 当下 =C 时 , 必 有 p(X) 
二 其 一 c ,可 知 n 就 是 了 在 点 cEC 的 阶 , 所 以 复 平面 上 每 一 个 点 
《位 置 yc 都 对 应 一 全 5 人 一 站 一 adic 赋值 . {因此 赋值 也 常 称 作 


和 
C2) 每 个 ERRCXD)H 开 为 
PR 十 再 苦 十 页 
F(X} 一 a Cn rh, 天 0). 
令 


833 


= ， 


则 易 知 | |= 是 F(X) 的 赋值 , 称 为 无 限 (或 无 穷 ) 赋 值 , 它 也 是 
非 阿 基 米 德 赋值 (注意 ,这 一 点 与 Q 的 无 限 赋值 不 间 !). 当然 上 
述 1/e 也 可 换 为 任 一 小 于 1 的 正常 数 

上 述 .FACX) 可 改写 为 


_ 上 bc 误 } 十 二 如 | 广 | 
7 站 一 夭 oon | 支 | 十 一 + 去 | 
-| 支 可 计 /a[ 寺 |， 
与 本 例 (1) 中 p(X)-adic 赋 簿 相 比 可 知 ， 此 处 的 无 限 了 信安 印 为 
[在 |-adic 赋值 (注意 媳 坎 | 和 g|[ 页 | 均 不 会“ 因子" 去 ). 因为 


m 


支 的 零点 位 在 co , 故 | 吉 | 一 adic 赋值 称 为 无 限 赋 信 ,通过 变量 


代 换 了 一 尖 ,，FCX) 一 | 去 j=r%, 可 知 | 支 ) _adic 赋 植 即 为 
Y-adic 赋值 . 


例 5( 和 8-adic 赋值 ) 设 下 为 数 域 , 间 为 其 非 0 索 理 想 ,KK 
中 任 一 数 = 生成 的 分 式 理想 可 家 为 
(2) 一 OI/ (@ HN, 
其 中 了 ,J 为 与 银 瑟 素 的 整理 想 , 定 义 & 的 名-adic 赋值 为 
jajs = [去 | 
这 里 e==e{ 入 |p) 是 外 的 分 歧 指数,p 二 名门 2. 有 时 也 把 上 述 jp 


措 为 N 多 二 间 (Ox/ 外 ,而 定义 x 的 另 一 (标准 化 的 ) 曾 -adic 赋 
8 二 


3 


值 为 


] 1， 
lelo= [Rp)- 
注意 
lp = 3] = 去 = pl 

故 | 1o 在 @ 土 限制 为 | |， 

域 天 的 每 个 赋值 pr 一 |xl, 决定 了 天 上 一 个 工 离 函数 
drsy) |z 一 y|s: 即 定 头 zz 与 y 的 距离 为 

dz I | ys 
这 就 决定 了 域 到 十 的 一 个 度量 拓扑 , 记 为 工 。 或 了 此 度量 拓 
扑 的 基 是 开 球 全 体 ( 即 开 集 雹 为 开 球 的 并 ,aE 天 的 基本 邻 域 
系 就 是 以 a 为 中 心 的 开 款 全 性 : 
Utaye) =Udase) — (x EK||zr-a',<el. 
显然 ,序列 ix,} 在 拓扑 T。 下 趋 于 0 当 且 仅 当 |z,|, 趋 于 0. 映射 
FP 对 拓扑 TT, 是 一 致 连续 的 ( 自 We)< 委 We 一 下 十 2 及 g( 引 不 
5 一 Qa) 二 9a) 易 知 [gpla) 一 HD) 1m 和 la 一 97). 民 对 TG 为 拓扑 
域 . 
如 果 两 个 赋值 | | 和 | |; 所 决定 的 拓扑 工 和 了 相同 ， 
则 称 此 二 赋值 是 等 价 的 . 向 如 ,两 赋 信 9 种 gq* 显然 是 等 价 的 ， 
这 里 4 为 正 实数 ， 
P(r) = HT 

事实 +,T,; 和 和 了。 的 基本 邻 域 系 {Upla,e)} 和 {Umla.7)} 显 然 是 
等 价 的 :对 生意 Ula,e) ,显然 有 Umta,e)CUptas,5), 反 之 亦 
然 .所 以 这 两 个 基本 邻 域 系 所 决定 的 拓 扩 了 和 Ts 是 相同 的 ， 

这 就 引起 一 个 何 题 ; 若 # 是 的 赋值 ,4 为 任 一 正 实数 ,gp” 
是 否 为 赋值 ? 当 p 是 非 阿 基 米 德 赋 值 时 ,p' 显 然 是 托 入 ,这 由 起 
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三 角形 不 等 蕊 VS 可知. 然而 当 P 是 阿 基 米 逢 赋值 时 ,F 却 未 
必 是 赋值. 例如 用 为 全 的 普通 绝对 值 ， ? 便 不 满足 V3, 因 为 
p33) =p((3+ 9) 3 二 +3 =4°. 3:=4p(3), E. 
Artin 在 CALIC136 力 中 建议 扩充 电信 的 定义 ,但 ?党 为 赋值 . 
我 们 现 作 讨论 . 


4,2, 1 一 般 赋值 


设 域 下 到 是 的 映射 $Y， x F1z|, 一 红 2) 甸 足 定 兴 1 中 的 
VEt 正 定性) 和 V2( 积 性 ), 若 gp 还 满足 (对 性 意 xz,yEK); 
V30A). jz 十 3 SeceClzl 上 |) 


或 

V3AD,. |rty|,SECmax{|z|,s |y|,} 
(其 中 c;C 为 某 固定 正 实 数 ), 则 p 称 为 (一 般 ) 赋 值 , 也 分 别称 为 
A- 赋 什 和 -赋值 .相应 地 ,满足 定义 1 的 赋值 有 时 称 为 古典 
赋 全 ). 

满足 V3CA) 和 V30GM) 的 最 小 的 c 和 分 别 记 为 

6 一 1 ， Co= pl, 

称 为 的 4- 范 和 AM- 范 ., 取 y=0 可 知 ce 守 1 ,Ce 之 1. 


定理 1 设 gp; 太一 R 满 是 V1 和 和 2, 出 V3C4) 与 VY3CM) 等 
价 . 旦 当 p 满 足 V3(4) 或 WY3CM) 时 有 ; 

{1) co 二 1 当 且 仅 当 忆 志 2 (此 时 4 满足 V3 即 三 角形 不 等 
式 ). 

(2) oo=3C, ( 当 co>1 或 Coz2)， 


(3) Oo 一 9X2) ( 当 8p 是 阿 基 米 德 赋 信 ) 或 1( 和 否则 》. 对 一 般 
的 pg 总 有 Ce 一 max {4(1) ,p27}, 
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引 理 1 设 凡 天 一 六 满足 V1 和 Y2， 

(1) 芋 gp 浇 足 YV3C4), 风 ww 满 评 V30MIC 对 于 = 2r)， 

CT) 者 gp 满 足 V3CM), 则 8 满足 V3C4) (对 于 c 二 1( 当 CE 
2) ,或 c==C/2( 当 CE2)). 


引 理 1 证 明 C1) 由 |z 十 yetlzr|, 十 |71J<Scf2max 
{zl l,l) =2c max(lzl,, 1y|.}P 知 . 
CE) Cpr y= 二 yy) ) = Criy). 注意 由 
V3(M) 知 
Ha) EC max diy， 
由 归纳 法 可 知 , 当 苔 二 2 时 ， 
Ft) CC tax ga (+) 
当 me 时 ,我们 可 令 x 二 下 二 zr 一 0, 故 { x ) 式 仍然 成立 . 
现 设 2 了 <n 十 1 所 2 , 则 知 
zty) EC max Coriy) 
=C pC pr My) 


<C HC COT Cg) yy 

| =C pC CD) g(r EY, 
其 中 第 一 个 等 号 是 由 于 我 们 设 当 :=j 时 取得 最 大 值 ; 然 后 谱 加 
了 3 项 . 上 式 两 边 开 妆 次 方 , 再 令 moeo, 则 有 如 下 形式 不 等 
式 ; 

Hz 十 他所 Seo(zy | py)), 
其 中 5 是 (PCACi 的 上 极限 ,， 记 二 togxC, 则 他 一 2 二 2 因 ， 
其 中 必 是 满足 二 t 的 最 小 正 整 数 , 于 是 申 (# ) 式 及 g(Ci) 一 
代 1 十 … 十 1) 乔 
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COSCop(DD<C OC, 
PC CHOC /HE = CO/2Y. (¥%) 
GD 当 C 和 2 时 ,由 Cx* *) 式 知 PCDACSSC, 故 3=1. 引 理 
得 证 . 
(i 当 忆 守 2 时 ,Ci=2 的 最 大 值 当 ;二 2/2 时 取 到 (小 妨 设 
2 为 偶数 }. 故 
a 12 
CEC coy tt 
= WA 2netm ne pt 
《 当 充分 大 时 ,其 中 0<8,8, 之 4), 故 总 有 


t+ 和 十 1 
由 Cx ¥# ) 式 即 知 区 rn<CT2CAL2 PE) 十 By , 开 n 方 
令 no0 即 得 Pz 十 站 筷 (C72 (gz 十 gly)). 口 


定理 1 证明 和 由 引 理 1 即 知 V3(4) 与 V3CM) 等 价 . (中) 车 
co 一 ] ,有 妈 V3(4) 对 6 二 1 成立, 由 引 理 1C1) 知 WV3CMY 对 C= 
2c 一 2 成 立 , 故 Co 委 2.、 反之 若 Co 所 2, 即 V3CM) 对 Co 和 2 成 立 ， 
则 由 (1) 可 知 V3C4) 对 < 一 1 成立 , 妈 co 二 4, 定理 1(1) 也 说 明 
co>1 当 且 习 当 Go>>2. C2) 由 V30D) 对 Co>2 成立 可 条 V3(4) 
对 ec 一 Cl 成立, 故 co 委 Coy2, 反 之 ,由 V3(C4) 对 co>]l 成 立 
可 知 VY3CM) 对 C= 二 2c6 成 立 , 故 已 委 2co, 即 知 避 一 2 

(3) 若 9 为 非 阿 基 米 德 莱 值 , 赐 (37 一 多 (1 十 17 扫 max 
(MK 人 1 一 1:P(01) 王 1 一 Co 现 设 为 阿 基 米 德 赋值 ,于 是 天 
的 特征 为 0, 可 设 QCK.$ 在 QQ 上 的 限制 上 为 的 阿 基 米 德 赋 
值 , 故 必 有 Ba) = |al( 对 尾 意 a€Q,4 为 某 正 数 ), 这 是 $4.3 
定理 1, 我 们 先 引 用 . 由 2 二 (1 十 1 一 2G 可 知 C2 一 
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(C3 过 2 故 由 上 述 引 理 1CE 的 证 明 可 知 ,对 任意 zy 红 天 ， 
有 

Hr yr EC pr py CI (max (px) py) Ys 

两边 开 n 次 方 , 令 co 知 
PTT EF max (gz) Py) 

故 Co2: 二 pg(2) 一 (1 十 1 和 Cs max {FC1) ,gL1)}=Co; 妇 知 
Co= 2). 口 

显然 若 2 满足 VSCAd) ，, 即 

Hx yAECmax{g(r) Ply)}, 
则 
Pry) = ry = Cmaxtp (xr) p(y)} 
故 多 也 满足 V3CMD. 这 说 明 , 若 ?为 (一 般 ) 赋 值 . 则 ?也 是 (一 
般 ) 上 赋值 ( 对 任意 >0), 目 
中公 和 一 让 多 用 

由 此 也 短 |g”|=2! |g|*. 

当 | 8 省 守 2 时 ,一 9 不 骨 满 足 三 角形 不 等 式 ; 但 仍 可 定 
义工 与 yt 对 于 四 的 距离 为 p(xr 一 y), 开 茂 族 Uyta,e) 一 {x(x 
一 a)<<e} 仍 可 作为 基本 邻 域 系 ,从 而 决定 下 的 一 个 拓扑 工 ,( 不 
再 是 度量 拓扑 ). 基本 邻 域 系 {0sCa;e)) 与 (Upla,e)}) 显 然 等 价 ， 
克 Ts=Tp 即 5 与 等 价 . 


定理 2 设 | 4, 和 | |; 为 下 的 两 个 (一 般 ) 赋 什 , 了 ,和 
T: 分 别 为 其 决定 的 拓扑 , 则 以 下 各 命题 等 价 ( 对 任意 zE 太 ): 
(1) |z|:= |z1? 《对 某国 定 4>005 
£2) | 1 与 | |* 等 价 ,如 了 一 了 
(3) 了 强 于 了 尼 即 T, 的 开 集 也 是 了 的 开 集 ); 
[47》 zzla<li 
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(5) 1 委 1 裤 |z 委 1， 
[SS 
《6) 4 全 | 这 | 了 | :1 
全 | 一 1c3|z| :一 1， 

证 明 《1 一 (2) :最 然 . 02) 一 (3) :显然 . 

《3 一 (人 435: 图 [zl1 知 | 一 0 故 一 0 下 ),， 南 阅 一 
oT; 下 ), 即 | 妆 | :一 0， 交 | <， 

(4 一 05): 取 上 E 玉 使 1 <15 因 赋值 非 洱 凡 , 故 甩 使 
1 天 1 从 而 可 设 15 过 DD. 于 是 若 1zh 三 1 刚 |Pz” < 故 
5z|:<1|z<17 和 | 执 ( 对 任意 > 六 即 知 lz|:* 委 1, 同 理 可 
SE 

(5) 地 (6); 玻 cEK' 司 lc]: 专 1, 由 [zx] 过 1 知 |x 委 |cli 
〈 对 某 充 分 大 的 各. 故 ]e Ve| 筷 1; 从 而 1"Yel: 所 1, 故 | 也 委 
le 过 1; 即 知 |x|s 之 1, (4) 成立. 再 由 土 述 (4) 坟 (5) 知 :车 |x| 
一 1 则 |z1l:=1, 而 [x]; 之 1 相当 于 |z | 之 1; 从 而 |x 1|; 志 1， 
jz1:>1, 

《6 之 (1); 取 定 aE 玉 人 司 lal>>1. 于 是 jal; 六 1. 令 4= 
log |aiz/loglal 为 证 (1) ,内 需要 证 天 对 每 个 bEK' , 若 记 为 
=loglb l/loglalyr ys =log lal/log la lay,=y:. 设 r=min 
EQ,n0, 则 r=m/a 宇 nmlog la alog lB 人 S|a" hl 全 | 天， 
S/he /a | mlog |a ls Snlog [b 1:SOm /nS yz. 
定理 2 获 证 ， 口 


域 下 的 (一 般 ) 赋 值 的 一 个 等 价 类 称 为 一 个 素 除 子 (prime 
diviser) ,也 称 为 一 个 位 ,由 定理 2 可 知 ,p 所 在 的 素 除 子 恰 为 
P= {FlA> 0). 
显然 , 丝 个 素 除 子 P 中 均 存 在 赋值 ?满足 | 8j 委 2, 即 满足 三 角 
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形 不 等 式 .《 非 ) 阿 基 米 德 赋值 构成 的 素 除 子 称 为 ( 非 ) 阿 基 米 蕉 
素 除 子 . 


4.2.2 和 非 阿 基 玉 德 占 值 


域 & 的 非 阿 基 米 德 赋 值 Pp; x 一 ~1z|, 有 独特 的 性 质 ， 令 
vr) =— loglrl., (rE K) 

而 wr) 称 为 的 指数 赋 俏 (exponential valuation)Y dog 的 底 可 
任意 固定 》 于 是 赋 信 三 条 件 转化 为 ， 

Vi, vlO0)=oc; 

V2, mpg) 一 CT 十 CD 

WV3 azr 十 站 之 minfotfr]otgy) 
声 二 所 在 揭 素 除 子 为 了 = fp 和 0 例如 如 的 p-adic 赋值 对 
应 的 指数 赋值 可 取 为 Ups 

vpa/b) 一 nn 


命题 1 记号 如 上 , 设 z,yEK. 
(1) 车 wz) 半 wCy), 则 
utr 二 9) = min{v(r) vv)!. 
HB: 攻 gFEg y 二 maxip) ply))). 
(2) 若 gir 一 yy) pe py). 


证 (1) 不妨 设 ctr) 汪 wl%y). 于 是 
vy =wtr yminfrtri+ vy ver)} 
mn{lvtry vy ov ty), 
(23 否则 由 (可知 g(x 一 y= 二 max p(x) ,gy)} g(r) ,与 
所 设 了 矛盾 ， 
注意 上 述 52) 说 明 : 当 工 与 了 充分 靠近 时 ,二 者 的 圈 值 相 
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同 , 设 P 居 外 的 一 个 非 阿 基 米 德 素 除 子 , 取 其 中 任 一 赋值 %， = 
一 >|z|. 并 记 其 对 应 的 指数 版 值 为 v, 令 
DO={xEK |rle1l}={r€EEKIv(r)20}, 
B={xzEK| jzx|l<1)={r€ER|v(r)>0), 
U={zEK| |x|=1}={ixEKIvtr)=0}. 
显然 O, 外 ,UU 只 依赖 于 了 P 而 与 p 的 选取 无 关 (定理 2),O 称 为 
在 已 的 赋值 环 或 整数 (元 ) 环 ,是 含 么 整 环 , 乓 是 口 的 分 式 域 
(事实 上 天 =O UO MGO- : 指 已 的 非 0 元 之 道 集 ) 名 称 为 在 P 
的 研 值 ( 素 ) 理 想 , 是 如 的 素 理想 .六 称 为 在 己 的 单位 群 ,是 乘法 
群 ,是 由 怠 的 可 道 元 { 单 位 ) 组 成 , 且 了 一 Cnmo-. 将 显 然 由 所 
有 非 单位 组 成 . 故 和 是 口 的 唯一 极 大 理想 . 商 环 
K=O 
是 域 , 称 为 下 在 P 的 剩余 类 域 . 上 述 定理 2 说明, 两 个 峡 值 等 
价 当 且 仅 当 其 赋值 素 理想 相等 , 吉 其 赋 慎 环 相等 ,也 就 是 说 非 阿 
基 洲 礼 素 除 予 由 其 素 理想 唯一 决定 . 
例 6 设 户 是 的 p-adic 素 除 子 ,其 中 指数 赋值 "一 对 


于 互 素 的 epEZ，z() 一 ao() -ofa)>>0 显然 相当 于 phasp| 
5 故 卫 的 赋值 环 
0,= 位 |pa， a, bEZI=2Z. 
就 是 Z 在 pp 的 局 部 化 .P 的 赋值 理想 显然 为 
P={2 pha, plb, a, bEZ}=pZ. 


就 是 局 部 环 Z, 的 唯一 极 大 理想 ， 
有 趣 的 是 ,Z 显然 是 所 有 p-adic 赋值 环 的 交 : 
z=N0,. 
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例 7 设 己 是 教 域 天 的 钊 -adic 款 除 子 , 则 己 的 赋值 环 恰 
为 天 的 整数 环 4 在 外 的 局 部 化 hy 一 (过 la 要 人 asbE Ah}. 可 


实 上 ,KK 中 任 一 元 素 可 表 为 w 一 sz"( 其 中 zEZ,x 为 As 的 单位 ， 
开外 一 从 是 素 元 ) xE 4 当 且 仅 当 n 守 0, 这 怡 相当 于 |aly 声 
1, 即 wEOx( 注 意 | 一 1, 这 是 因为 xz 一 bay 音 +a 介入) 由 此 
也 立 知 已 的 赋值 理想 恰 为 4w 的 素 理想 旭 " 一 r4e， 


最 后 ,我 们 看 一 下 非 阿 基 米 德 这 一 名 词 的 意义 . 苦 ? 是 非 
阿 基 米 德 赋值 , 财 
Pr) = gL 二 Emax{p(1}} 一 1 
说 明 1 十 1 十 1 十 …… 的 赋 上 入 是 有 界 的 ( 阿 基 米 德 曾 提出 过 这 样 
的 问题 ;1 二 1 十 1 十 1 十 -…… 这 样 不 断 加 下 去 ,是 否 有 界 ?). 事实 
上 我 们 可 以 证 明 ， 


命题 2 践 值 9 为 天 的 非 阿 基 米 德 赋 值 当 且 仅 当 pln*， 1) 
有 界 ( 对 任意 maEZz, 其 中 1 为 下 中 单位 元 }, 
证 只 需 再 证 充分 性 . 设 pln，1) 有 界 MM 由 引 理 1(1) 
的 证 明 可 知 (我 们 设 Kz) 宕 gy)): 
Prt yy SCEC max{ gx)" p(y)'} 
EC Myr)", 
其 中 由 <a 二 1 丢 和 5 开 # 次 方 , 令 二 ceo, 则 得 
PITy) Ep =max{(g zr) py)}. 器] 


由 命题 2 可 知 , 非 阿 基 米 德 赋 值 ? 与 阿 基 米 德 赋值 多 不 可 
能 等 阶 ,因为 p(n) 所 1 而 ln) 无 界 ( 定 理 2). 还 可 知 下 上 一 个 
赋值 是 否 是 阿 基 米 德 的 ,是 由 天 的 素 子 域 决定 的 . 特征 有 限 
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( 非 0) 的 域 六 只 能 有 非 阿 基 米 德 素 除 子 . 


习 题 
1. 设 ?是 域 并 的 非 阿 基 米 德 赋值 ,al，…'anE 天 ， 
(i) 车 光 c>ralG 一 2 sR) ; 则 
Pa + 二 an) = a). 
Gi) 若 &gi 十 … 十 a 二 0; 则 至 少 有 两 个 元 素 we 和 a 使 pla,) 
=Har) —max {glar)} 
2. 有 限 域 上 只 能 有 平凡 赋值 . 


8$ 4.3 ” 数 域 和 函数 域 的 赋值 


我 们 已 经 看 到 ,8 有 -个 阿 基 米 德 赋值 gq ( 普 道 绝对 值 ， 
以 ce 记 它 代表 的 素 除 子 . 此 外 ,对 每 个 下 素数 p,x=p"t/a&9， 
(py, 入 b, Ez) :0 有 -标准 p-adic 赋值 oy: 
pp b/d) = | |- 
8 代表 的 素 除 子 记 为 p. 注意 若 与 9 为 不 同 素数 , 则 素 除 子 


关 g( 由 上 节 定 理 2, %(p) 志 1 而 %(p) 二 1 


定理 1 (1) 有 理 数 域 @Q 的 全 部 非 平 凡 且 互 不 相同 的 素 除 
子 恰 为 


My = {00,2,3;5,7， en p's 
即 无 限 素 除 子 == 和 p-adic 素 除 子 全 体 . 
C2) 《乘积 公式 ). 对 任 一 非 零 aE0 总 有 
34 


UD Pla) 一 1 


WE Mg 
. 证 明 Q) 设 P 是 Q 的 非 阿 基 米 德 非 平 几 素 除 子 , 任 取 其 
中 一 赋值 F. 演 虚 P 的 (赋值 ) 素 理想 从 与 Z 的 交 T={n€2| 
Yas1}. 显然 了 为 Z 的 素 理想 且 非 0( 因 子 非 平凡 ) 非 民 因 9 
(一 1]) ,页 了 一 2Z,p 为 某 素 数 ， 任 一 整数 可 写成 部 一 忆 产 ,fo ， 
户 ) 二 1. 因 w' 入 pZ, 故 pln') 二 1{ 注 意 对 任 一 整数 mw 均 有 glm) 
二 P(t 十 十 Dg(1) 一 1). 邦 qx) 二 glp) 由 qlp) 之 1 知 
gtp) -| 站 | xs07, 故 vo)=| 亲人 故 pg 二 
忽 因 为 pg 由 其 在 Z 上 值 决定 ). 
再 设 忆 是 和 的 阿 基 米 德 素 除 子 , 取 其 中 -一 古典 赋值 民 即 满 
是 | 有 1 所 2), 和 任意 固 定 myn 记 1, 对 任意 : 今 
m= an 二 a On 
于 是 jr 迁 m'，s 迄 tlogm/logn)， 出 a) 筷 4<n 可 知 
Fm Ea pa ta Hn) 
nl 二 二 二 ) 
nCsT MM, (其 中 MM 二 max {1 ,p(n))) 


故 
Pm) a1 + EEE) Me. 
开 + 次 方 后 令 toc 则 得 

Pm) A max {1 POD ye 
我 们 断言 p(x) 半 1(Y mn 之 1), 和 否则 车 有 #1 使 qx) 志 1, 则 由 
上 述 不 等 式 知 By 雪 1 各 Z) ,这 与 ?是非 阿 基 米 德 的 矛 
盾 . 竹 是 知 不 等 式 即 为 | 

Gm YE™ 二 pn) ee, 

由 于 xa 和 的 对 称 性 , 知 


1+t 
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Pn) 1 0) 
故 Pa) 一 天 人 21， 从 而 对 任意 整数 有 8 一 | 六 一 
绾 (从 而 ?一 包 ( 因 ?由 其 在 2 上 值 决 定 ). 
(2) 注意 对 a 关 0EQ, 几 乎 对 所 有 ( 即 除 有 限 个 之 外 ) 的 p€ 
Me 有 vola) 一 D0， gp (a) 二 1. 故 乘积 事实 上 是 有 限 的 . 而 为 了 证 
明 , 只 要 证 明 习 积 中 每 个 素数 9 的 医 为 1, 这 由 pC9) 一 gq, 名 (q) 


= 本 ,60 一 1( 当 p 关 和) 即 知 ， 口 

与 如 的 情形 类 似 , 我 们 可 以 决定 有 理光 数 域 CX) 的 全 部 
素 除 子 . 首先 回忆 ,由 $4.2 例 4 知 ,F(X) 有 pp( 天 )-adic 赋值 
和 和 无限 同 值 ,它们 决定 的 率 除 子 分 刚 记 为 p(t 叉 ) 和 co (其 中 


pCX) 是 首 一 不 可 约 多 项 式 ). 无 限 赋值 也 可 看 作 ( 况 )-adic 赋 
值 . 


定理 2 域 尺 上 有 理 函 数 域 下 (XI) 的 在 已 上 平凡 的 素 除 子 
党 为 

MM 二 {p(X),co|p( 叉 ) 为 FLEX1 中 首 一 不 可 约 多 项 式 }. 
而 且 对 任 一 A(X}E F(X) 有 有 


NACXD ,一 1。 (乘积 公式 ) 


PEN 


其 中 上 慎 ;为 P 中 标准 赋值 , 妓 
pOXY) pes = ee ， 
| gtX) | = es?, 
其 中 对 有 理 式 h/g i 记 deg th/g)=deg 大 一 deg g. 


证 明 设 为 了 (Z) 的 素 除 子 , 呈 | | 为 了 中 一 赋值 , 
(1) 设 | 到 | 所 1; 即 基 EOQp (CP 的 赋值 环 ) ,于 是 FTXZDICODr， 
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设 P 的 赋值 理想 旭 与 环 CX 的 交 为 六 则 了 工 为 素 理 想 ( 因 多 束 )， 
且 了 关 0( 和 否则 说 明 对 0 兴 gERCXI 有 8 在 自 即 :8 一 1， 从 而 对 


各 EF(X) 有 |4/81==14|/1g1 一 1, 与 PP 非 平凡 著 措 )， 故 1= 


(pC 及 )) ,p(X) 为 首 一 不 可 约 多 项 式 . 对 任 一 g(XX)E FLX- ,车 
pCXYFe(N) 则 g (XD 入 1 克 g(X) 夸 外 ,从 而 1/g(X)E Op. 这 
就 证 明 p(X)-adic 赋值 的 赋值 环 Op 二 1h/g|ptg}COr. 由 上 
节 定 理 2C5) 知 中 峨 信 与 p(X) 一 adic 赋值 等 价 ， 
(2) 设 | 芝 | 汪 1; 即 | 六 一 | 过 1,X'E 人 (赋值 理想 ). 记 芭 -! 
二 了 ,于 是 让 ( 玉 ) 二 F(TY.YE 和 CCOr;y 放 FCIYIJCOp. 同 稍 形 () 
一 样 知道 关门 R07 一 T= (7) (因为 了 不 可 约 ). 故 了 的 赋 秆 环 
为 
h(TY 
Or = 全 他) 
即 知 请 为 无 限 束 除 子 . 
从 赋值 理想 的 不 同 易 知 对 中 的 素 除 子 互 异 . 
再 看 乘积 公式 . 非 零 /ER(X) 可 表 为 
f= cpllX pt YY, 
其 中 cEF, niE2，p; 是 FLXJ 中 首 一 不 可 约 多 项 式 . 于 是 
TIT f= | Fh | pK) ee | pCXD 


严 


1yYg(7)) = 0.. 


= eis/ enieap ssee 一 nrdegh 一 ] ， 口 

设 域 下 CCE, 上 是 五 的 一 个 赋值 (注意 浪 蚌 到 上 R 的 一 个 映 

射 ). 则 跟 制 p= 站 |s 显然 是 下 的 赋值 ,pg 称 为 的 限制 同 值 ,而 

上 少 称 为 5 的 奸 拓 峰值. 记 久 为 上 所 在 的 的 率 除 子 ,; 因 六 | 二 

Cy1s), 故 仿 中 全 部 赋值 在 下 的 限制 怡 构成 F 的 一 个 素 除 子 

P; 即 已 与 的 赋值 间 1 : 1 对 应 . 我 们 也 称 P 为 Q 的 限制 , 扩 
为 忆 的 延 拓 ;而 记 为 (EE,@) 防 (CF,P). 
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赋值 延 拓 和 上 服 制 前 概念 可 以 稍 作 推广 .如果 产 : Ff 是 
域 的 典 入 映射 ,多 是 到 的 赋值 , 则 Y=。 gp 是 玉 的 赋值 . 我们 
也 称 多 蚌 儿 的 眼 制 (经 过 Ap ,是 的 延 折 ( 经 运 p). 称 所 
在 素 除 子 电量 yY 所 在 崇 除 子 P 的 延 折 ,P 是 所 的 办 制 , 记 为 
(下 ADCFP) 由 此 知 坪 的 素 除 子 集 Mz 到 下 的 率 除 子 集 
Ms 中 有 限制 映 话 A Me Mr, QP—Q c. 

姓 果 万/F 为 代数 扩张 , 则 天 的 于 用 素 除 于 大 到 上 上 上 的 延 
拍 甸 只 能 中 平凡 素 除 子 ， 了 届 上 让 @ 韭 平 记 则 在 站 aE EE 
EQ 使 fl) 守 1 而 < 应 满足 方程 四 十 ae 十 十 ae 十 
Er 一 DGER)， 人 ya ia) ogae Nj UR 与 上 式 
矛盾 , (但 应 注意 ,对 于 超越 扩张 互信 ,的 平凡 赋值 在 至 上 可 
有 非 平 凡 的 延 拓 )， 


定理 3 设 天 为 数 域 , 则 大 的 全 部 互 不 相同 的 非 平凡 素 除 
子 为 
Mi = {oo19 "soos PP }, 
其 中 oo 是 阿 基 米 德 素 除 乎 ,是 笃 的 无 限 素 除 子 的 让 拓 (1 去 
全); ;为 0,-adie (赋值 决定 的 ) 素 除 于 ,外 ;为 用 的 不 同 素 埋 
想 , 避 二 1 2 【以 后 可 证 明 >= 关 十 rr 和 2 分 别 光 大 
到 CC 的 实 和 虚 谋 入 个 数 )， 


证 明 设 间 是 天 的 素 理 想 ,wr 越 诊 一 adic 赔 秆 . 设 pZ 一 
多 站 ZZ 则 gp 在 旭 的 限 括 5 为 p 一 adic 赋值 ,这 是 因 为 2 的 赋 俱 
理想 为 pZ( 对 uaEZ, 册 人)<1taEpZ). 故 四 定义 的 素 除 子 书 
是 入 的 素 除 子 户 的 延 拓 ,而且 若 大 的 素 至 起 目 ,党 四 它们 谍 
定 的 素 除 子玉 与 已 : 宙 不 同 5 因 为 忆 与 己 : 的 赋值 环 ( 即 局 部 化 
环 )4oi 专 4ea)， 
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反之 ; 设 是 日 的 gp 一 adic 屿 值 光 是 ?到 天 的 延 拓 . 设 口 
是 由 的 同 值 环 , 由， 是 多 的 赋值 素 理 起, 则 人 拍 一 争 , 门 4 是 天 的 
非 0 圳 理想 (4 宕 示 天 的 整数 环 )( 作 。 门 4 卫 旬 , 门 z=2Z 非 人 0). 
我 们 要 证 明 几 即 为 旬 一 aqic 赋值 ,这 只 要 证 明 0 二 Awp 即 可 (4。 
为 4 企划 的 局 部 化 )， 
首先 说 明 4CO: 任 一 aeE 4 满足 -一 个 整 性 方程 ， 

oa 0 | taatu=0. tueEZ) 
i ea) ge 二 人 宝 es 区 o)， 寺 
中 0s Sn 一 a) 一 max tgtaa) ,这 邮 说 明 #() 寺 1,0€ 
0. 


再 证 Ay 一 DO: 攻 P/aE Ap sabEAat. 则 toa) = 
1 因 让 和 1,) 宇 1 , 才 B86/aED0. 芭 知 Ap 二 0. 
号 一 方面 , 若 天 中 元 B84 , 则 8 一 xz (其 中 mE 人 ,>0:z 是 
4 的 单位 ). 显 榴 内 az) 一 1( 因 xzE4eCOD 知 (0 实 1, 因 并 GE 
Ap Mp ELD 1 有 AE ,1 
OO. 即 知 A 二 ,为 种 一 adic 赋值， 

加 何 县 体 求 出 9 的 素 除 子 到 下 的 延 拓 蛇 ? 以 为 侈 ,村 料 
天 嵌入 到 复数 域 避 中 ,从 而 将 C 的 赋值 ( 即 普 通 绝对 值 ? 诱 导 到 
天 上. 详 言 之 ,可 设 必 一 0C0), 设 4 在 介 上 的 极 小 多 项 式 为 
(XD), 而 1X} 在 C 分 解 为 

《一 feEC oa. 
因此 可 得 六 到 各 的 2 个 嵌入 
大 > ， 
ai (jn). 
注意 天 的 全 个 元 素 吕 拓 是 a 的 多 项 式 P=htayEQlaD ,0o(P) 一 
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oA) 一 二 (ai EC. 于 是 令 181j 二 |B) ， 即 1 天 ay 一 
Ita)) ;就 得 到 外 的 # 个 赋值 | 1 二 jn), 所 应 注意 |a 十 
bp vv 一 Ti=1a 一 5v 一 TI, 故 若 wa 一 到 刚 | | 一 | | 设 m， 
we :a 之 中 有 六 个 实数 ,rs* 对 共 包 虚 数 , 也 就 是 说 天 到 CC 有 7， 
不 实 肆 入 ( 即 构 入 到 RE), 有 rs 对 共 恩 虚 阴 入 (有 即 黎 入 汝 不 合 于 
用). 于 是 我 们 得 到 久 的 r= 十 rs 个 赋值 co1,… ,oo0y; 它 们 都 是 
的 2 的 延 拓 ,以 后 将 证 它们 互 不 等 价 ， 

妇 的 p 一 adic 赋值 的 延 拓 也 可 类 似 恕 上 得 到 ,当然 域 忆 应 
代 以 有 类 做 功能 的 域 . 

一 般 地 , 设 ( 正 ,QQ) 忆 人 ,PY),P( 从 而 QQ) 蚌 非 阿 基 米 德 赋 值 . 
则 称 FFQIP)= 呈 :号 为 剩余 类 次 数 ,其 中 下 和 下 是 豆 和 
下 在 @ 和 的 剩余 类 域 ; 取 指 数 赋 值 vE 仿 , 则 称 

ee(QID= EB ) :vlF')) 
为 忆 在 的 分 读 指 数 ,w(E*)== {vla) jaEE'} 称 次 五 的 (加 
法 ) 赋 值 群 .P 到 玉 的 廷 所 个 数 记 为 gCP), 或 gs (PP). 


系 1. 设 天 为 ?次 数 域 ,P 为 其 从 一 adic 案 除 子 ; 在 如 上 限 
制 为 pz 则 | 

《17 FPIP= 7 |p), 

(2) elPlp)=e(® |p), 

(3) g(p)=gr((p)), 


ECPY 


(4) D) eCP,lPIF (PNP) = nn. 


其 中 PK 1p)，eC8 1) ,及 gx((p)) 分 别 为 理想 名 在 (p) 上 的 
剩余 类 次 数 ,分 层 指 烤 , 及 (Cp) 在 KK 的 家 理想 因子 个 数 ,P, 为 
(p) 在 下 的 素 理 想 因 子 . 
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证 明 4 由 定理 三 证 明 已 知 P 的 赋值 坏 为 Ay C4 在 轨 的 
局 部 化 ), 感 值 理 想 为 多 4p 丽 ftP|p)= CAs/® dp 
人 72g0 ,由 第 三 章 $1 定理 知 此 即 为 [4/ 人 ! 2Z/p21 一 了 (外 | 
疡 )， 

(2) 取 指 数 赋值 vt2) 一 logp-! |ale, 于 是 由 |p|e 一 |pl,= 


(3) 知 vtp) 二 1; 由 fx|y 一 (3) 知 vn) 二 17es 其 中 zxE8 一 
入 ?ee 一 eC 外 |p). 放 wv(Q' 一，v(K")-e"', 即 得 (2). 

C3》 由 定理 2 即 知 . 

(4) 由 理想 分 解 药 相应 等 式 即 得 . 口 ] 


对 于 代数 函数 域 K 也 有 类 似 定 理 3 的 结果 . 记 =FCX)， 
下 为 的 4 次 扩张 . 则 由 定理 2 知 二 在 上 平凡 的 素 除 子 为 
too,pCX)). 玉 的 在 FF 上 平凡 的 案 除 子 即 为 co 和 诸 p(X) 的 延 
拓 . 若 素 理想 (pCX)) 在 下 中 分 解 为 入 fi……。 多 = ， 刚 钊 -adie 研 

. 信和 为 PC) 的 延 拓 ,分 歧 指 数 为 6; 剩余 类 坎 数 为 £= 人 Ck, : £] 

(ig) ,其 中 民 Ri 一 Ok/ 外: 一 [和 Ap) ,Ok 是 FLEXI= 
人 在 天 上 的 整 闭 包 . 特别 当 玉 =F 为 9 元 有 限 域 时 , =Fy， 
二 deg PLR), 故 夫 定 二 ##Ox/ 多 ;二 (村 有 旭 i= 二 gq 这 称 为 旬 ; 的 
绝对 范 数 或 次 数 , 当 下 /4 为 可 分 扩张 时 ,由 索 分 解 的 相应 定理 


知 ef, 一 a 但 有 时 有 /4 可 能 是 不 可 分 的 (这 一 点 与 数 域 情 
形 不 同 ). 
习 是 
1. 在 定理 2 中 设 一 C 为 复数 域 ,说 明 /ECCX) 的 指数 赋 


值 与 其 极点 和 零点 移 关 系 . 
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8$4.4 逼近 定理 


还 近 定 理 揭 示 出 不 等 价 的 有 限 个 赋值 是 相 百 独立 的 . 这 是 
种 子 定理 的 推广 ,在 处 理 多 个 赋值 时 将 很 重要 . 


定理 1 《 通 近 (Approximation7 定 理 ), 设 和 有 是 城下 

的 互 不 等 价 的 非 平凡 赋值 , 记 g(x) 二 1x1.. 对 下 中 任意 元 素性 ， 
人 任 给 >0, 必 存在 六 中 元 素 z 使 得 

| 一刀 | 之 (对 所 有 1 所 i 过), Ll] 


现 荐 尺 二 0 为 有 理 数 域 ,8 是 p-adic 赋值 ,相应 指数 赋 信 
记 为 二 1;-… 和 .对 任意 机 ,…,B, 任 取 et 则 由 上 
述 定理 有 x 使 |7 一 | 之 se 之 (1/p)" ,这 意味 着 v(x 一 6) >m， 


即 zz 一 碌 三 0C(mod 加 , 故 通 近 和 定理 是 孙子 定理 的 推广 下 面 可 
看 到 ,二 者 的 证 明 思 路 也 类 做 . 


引 理 1 设 而 ,…，, 名 如 定理 1, 则 存在 xc 并 使 |z|) 人 1， 
| 地 js<1， rt » | 二 | .< 1， 


引 理 2 设 外 如 定理 1; 任 给 ee 下 0, 存在 y 所 天 便 
[1—yl<e, |y ls<es ,|y Ise, 


引 理工 之 证 对， 归纳 . 当 2 一 2 时 ,由 84 .2 定理 3, 存 在 
BcEK 使 |5h 之 1; 15] 所 1; | 所 1 1ec)s>] (因为 了 不 强 于 
Ti ,了 T, 也 不 强 于 了); 帮 取 工 一 pc 即 可 . 现 设 引 理 1 对 nn 一 1 成 
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部) 取 5EK 使 #1 守 11]51 之 1 Cs 二 4 一 135 理 取 c 全 大 使 
Eee 车 1 则 取 x= 如 cec 即 可 (om 适当 大 ). 现 设 
15>1 ,对 任 一 赋值 px) 二 |z|, 若 15| 之 1 则 拓 ->0t 对 折 扑 


T ,从 而 一 0， ,区 而 1 0. 同样 其 14|>>1 则 去 一 0 
7” Ppp 

从 而 TT 1 ,从 而 I! 1. 芍 取 = a 

可 (mm 充分 大). 


引 理 2 之 证 取 z= 如 引 理 1, 令 y 一 [on 待定 ), 则 对 
一 立 ， :二 有 |y|, 一 0 而 


li 1 


-1_l 。 
yl tl z=ll re 
故 me 充分 大 时 ,> 满足 引 理 2， 


| 一 0. 


定理 1 之 证 取 邓 =maxfil 太 一] 由 引 理 
2 知 存在 六 拓 灭 使 
1 一品 人 一 1 
[yl OF). 
大 z= 十 bay 十 … 十 如 ys 满足 定理 . 口 


$ 4.5 完备 化 


有 有理数 域 与 实数 域 有 的 区 别 之 -在 于 ,及 中 的 柯 西 序列 
在 中 中 部 有 极限 ,而 奶 则 不 然 . 对 于 -: 般 的 域 玉 , 设 v 是 基 的 一 
赋值 ,序列 {as} ta,€KK) 称 为 对 于 wv 的 柯 西 CCauchy)? 序 列 是 指 ; 
对 任意 训 y8; 当 ,2 一 一 00 肝 ， 
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aa 一 如 一 >0 《对 zy 决定 的 拓扑 休 。)， 
亦 即 

[eas —a | ——*0. 
若 玉 中 对 > 的 每 个 柯 西 序 淹 在 天 中 都 有 极 银 5( 即 收 敏 于 玉 中 
一 元 素 ), 则 称 天 对 ”是 完备 的 (Complete) ,也 称 对 " 代表 的 素 
除 子 是 完备 的 . 例如 中 :C 对 普通 绝对 值 (无 限 赋值 ) 是 完备 的 ,如 
则 不 然 . 正 由 于 此 ;人们 才 引 入 了 实数 . 

我 们 回忆 从 业 发 展 到 吾 药 途径 ,就 是 采用 (承认 ) 无 限 小 数 
为 新 的 数 ,也 就 是 采用 柯 西 序列 为 新 的 数 ,当然 极 艰 为 0 的 柯 西 
序列 要 等 同 于 0, 从 而 极限 相同 ( 即 相差 一 个 极限 为 0 的 序列 ) 
的 两 个 序列 要 相互 等 同 . 

对 一 般 的 有 了 赋 信 3 的 域 民 , 我 们 也 可 按 上 述 同样 的 方法 构 
作 新 的 完备 域外, ,满足 : (1)K, 是 下 的 扩张 ,其 赋值 六 是 ”的 延 
拓 ; (2)K, 对 w' 是 完备 的 ; C3)K 在 天 , 中 处 处 稠密 ,我 们 称 CK,， 
z) 是 六 对 nm 的 完备 化 (Completion) ,也 称 (K,,P') 是 下 对 P 
的 完备 化 5 其 中 已 和 产 是 ww 和 了 所 在 束 除 子 )， 

有 时 ,也 将 包 食 关 系 天 瑟 天 ,减弱 为 嵌入 ,而 称 满 足 如 下 条 
件 的 (天 wo) 是 天 对 m 的 完备 化 :0 有 娃 人 :天 一 一 玖 | aa 
| 二 1a], 对 aEKK 成 立 ; (2)K, 对 vv' 是 完 省 的 1(3)okK 在 天, 处 处 
黎 密 . 


定理 1 设 域 有 赋值 v, 则 玉 对 % 的 完备 化 KK. 是 存在 
的 , 且 在 下 -向 构 意 义 下 是 唯一 的 ( 邯 若 (Kyv 站 和 (六 , ,w) 蚌 大 
对 = 鹊 两 个 完备 化 : 则 有 天- 同 楷 es : 下, 一 尺 ,使 tw 一 vw). 


证 明 下 中 元 素 梅 成 的 所 有 柯 西 序列 形成 一 个 环 RC( 加 法 
和 乘法 定义 为 对 应 项 相 如 、 相 乘 ), 其 中 趋 于 4 的 序列 全 体 了 是 
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一 个 理想 . 事实 上 ,对 于 序列 A 二 {aa1€R, 我 们 令 
#64)=1Aly =limlal,, 
则 显然 有 (iD Alv 守 0 CD 14B|w 一 A411B1s ,G14+Bl; 寺 
1441. 十 | 如 | 由 此 易 知 了 是 尽 的 理想 . 作 商 环 
K,—R/I, 
则 站 ,是 一 域 . 事实 上 若 情 中 有 = fa 在 也, 邻 


0， 车 4 二 0， 
.二 , 
此 若 Ga- 天 总， 


出 显然 1 {5) 寺 1 (mod 了 7), 

上 述 世 可 以 认为 定义 在 外 ,上 ,这 是 由 于 对 于 和 NEI 有 

|Al:=|1AT+N—N|s 人 IA+NI,+|INIy=14+N|,y|Al,. 

于 是 由 前 述 三 性 质 知 v' 是 天 , 的 赋值 . 

下 可 看 作 是 下 , 的 子 城 (每 个 a€ KK 可 看 作 是 常数 序列 {a} 
EK,). 当然 玉 在 天 中 是 处 处 稠 窗 的 ,因为 天 。 旷 每 个 元 素 不 
外 平 就 是 天 中 元 素 的 极限 { 即 序列 )- 

最 后 证 明 KK, 对 也 是 完备 的 , 设 {a} 是 天 ,的 柯 西 序列 ,由 于 
大 在 天。 是 稠密 的 , 故 对 每 个 = 存在 着 e,E 天 使 lw 一 ov 二 去- 
故 {w 一 sj} 是 趋 于 0 的 序列 ,于 是 知 {av} 是 柯 西 序列 ,以 eE 民 。 
记 妈 小 代 表 的 ( 模 六 类 ,自然 有 二 (Ca 一 上 一 0. 枚 凡 (a 一 台 ) 一 0， 
即 知 {a,} 收 僵 子 a;KK, 蚌 完备 的 . 

现 设 天 , 和 Ks 是 的 两 个 完备 化 , 同 值 分 别 为 vw' 和 和 *w. 对 
杜 一 gE KK,,; 则 a 二 lima, (对 于 vw! 的 拓扑 ), 其 中 toa,} 是 久 上 的 
Cauchy 序列 (因为 外 在 ,中 处 外 而 密 ), 于 是 {0,} 也 是 下 ,上 
的 Cauchy 序列 ,由 于 天 ,是 完备 的 , 故 其 在 天 v 中 有 级 上限, 记 为 
一 lima.( 对 于 w 的 拓扑 ). 故 有 映射 
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o: Kr*K. a ra. 
显然 是 域 的 同 态 , 故 是 域 的 天 -嵌入 ,由 于 天 , 和 下 ,的 对 称 性 
可 和 若是 域 的 同 构 , 芳 视 c 为 等 同 , 则 下 式 说 明 二 ww; 
|a| ,一 |timea。|. =limla, | =lim|a,|, 


一 im las. 一 | 人 中 


系 1 流 工 丰 完 备 域 ( 针 赋 入 xz) ,大 是 其 于 域 . 没 度 在 天 
全 二 的 闭 企 (G34 ww 测定 的 拓扑 ), 则 站 是 六 的 完备 化 (对 冯 在 
玉 的 限制 vw}, . 


于 是 对 旦 的 任 一 吉 数 关 , 我 们 有 p 一 adic 素 除 子 p, QQ 对 p 
的 完备 化 记 为 凶 .. 因此 我 们 有 了 无 限 才 个 完备 域 包 , ,它们 的 地 
位 与 Rl 是 姻 对 “的 完备 化 ) 是 相当 的 . 

数 域 把 对 其 各 个 5 互相 独立 的 ?赋值 均 有 一 完备 化 天， 
也 称 为 局 部 域 . 相对 来 说 ,并 本 身 称 为 整体 域 ,我 们 将 看 到 ,局 
部 域 的 结构 较 简单 ,数学 问题 党 较 易 处 理 . 对 有 一 些 理论 ,如 果 
在 每 个 局 部 域 玉 。( 包 括 无 限 赋值 z) 均 成 立 , 则 在 整体 域 及 中 也 
就 成 立 . ( 例 奸 对 二 次 型 可 解 性 ,这 称 为 Hasse 原则 ). 但 对 有 些 
问题 不 是 这 祥 . 虽然 如 此 ,这 些 问题 在 局 部 城 上 的 研究 还 是 能 提 
殿 胡 有 用 的 提 半 ;因此 十 常常 采用 的 途径 ， 


系 2 设 (Kaz 是 玉 对 非 阿 基 米 德 赋 值 < 的 完备 化 :w 和 
史 所 在 的 素 除 子 分 别 记 为 王 和 则 
ePID FP IPYT1, 尺 . 二 六 . 
特别 车 了 是 离 黎 的 则 卫 ' 也 是 .而 且 Oxw 是 Oi 在 环 ,的 闭 包 ,多 
是 全 在 二 ;的 闭 包 ,这 时 Oi 和 Wi 表示 下 的 同 什 环 和 赋值 列 
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证 明 记 |zl 一 lz 因为 玉 在 天 。 中 处 处 稠密 , 故 对 任意 
a 天 0E KK, 存在 aEKK 使 ia a 之 |al, 从 而 |a| 一 1ta 一 2) 十 al 
二 |a4. 这 道明 elP'[TP}=1. 而 对 任 谍 a€Ozr,|a! 一 1; 存 在 aE 
下 使 la 一 ww 过, 故 lal 一 14 因 [a|==10)) 故 aEQOiCO% 且 a 一 aE5 
ey 训 a=a, FP |P)=1. 

设 a 属于 Or 的 团 包 , 则 存在 a€E Qe 与 a 充分 接近 , 则 |a|= 
la| 达 1, 即 aEOp, 着 a 不 局 于 OF 的 闭 包 ,出 于 五 在 K, 稠密 ， 
故 存 在 aE 开 一 Or 与 a 充分 接近 ,从 而 js1= .al 之 1,g 仿 Or. 同 
样 证 明 钊 = 是 镍 > 的 团 包 . 口 


在 具有 非 阿 基 米 德 赋 值 的 域 天 中 ,极限 问题 (对 于 yg 决 
定 的 拓扑 ) 特 别 简 单 : 

GD 关 ee 一 c 关 0, 则 plaw) 二 g(a} 对 所 有 充分 太 的 4 成立， 

Ci {5} 为 Cauchy 序列 当 且 仅 当 一 5 一 0. 


(i 车 级 数 之 ,a. 收 但 于 s, 则 任意 重 排 级 歼 各 项 胶 序 后 仍 
如 此 . 
(iv 若 羡 ea 一， 了 部 一 六 刚 


Fatb,) =stt, Cb) 
(vy) 车 尺 对 8 是 完备 的 , 则 a 收 人 第 当 且 仪 当 a 一 0. 
俩 如 对 于 (iD , 当 半 充分 大 时 pCa, 一 2) 之 gy(4) ,于 是 ya,) 二 
区 GT( 痊 则 gta 一 02 一 maxf gta ghia) 守 gla)), (i 相 当 于 说 ， 
Sas 是 Cauchy 级 数 当 有 是 仪 当 a 王 0; 这 由 | 十 十 a | 委 
max{|a;| ,… ,|a|} 即 知 , 其 余 由 此 易 知 . 
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定理 2COstrowski) 对 于 阿 基 米 德 素 除 子 完备 的 域 只 有 号 
和 两 个 ( 同 构 意 义 下 ), 且 其 素 除 子 即 为 呈 。 即 车 通 绝对 值 决 
定 的 无 限 素 除 子 ). 


证明 设 关 对 尸 完备, 已 为 阿 基 浅 德 束 除 子 , 故 五 的 特征 
必 为 0, 于 是 天 盖 台 ( 同 构 意 叉 下 ), 王 在 如 的 限制 必 为 co ,因为 这 
是 双 的 唯一 阿 基 米 德 素 除 子 . 于 是 稀 对 ce 的 完备 化 灵 含 于 天 ， 
即 为 刀 在 下 中 的 闭 包 ,我 们 只 常 青 证 明 KK 是 了 的 代数 扩张 ( 注 
意 若 下 为 数 域 ,这 点 无 需 再 证 ) ,这 样 就 可 知 氏 二 中 或 C. 至 于 
P, 当 下 ==R 时 显然 了 = 了., (完备 化 唯一 性 , 见 定理 1). 当 瓜 一 尼 
时 , 忆 作 为 完备 瑾 半 的 素 除 子 王 -的 延 拓 是 唯一 确定 的 ,只 能 是 
无 限 素 除 子 , 箱 证 如 下 :了 到 赋值 gE PP 使 8 在 R 上 限制 为 普通 绝 
对 值 ,对 任意 «二 a 十 hi 半 0EC, 由 开间 一 1 因 于 一 蕊 可 知 

HEPa) tb) = lal+|6| 

v2 val tl = v2 |al. 
邻 a 一 Yo)/ al 所 V2 ,由 人 "一 Was Y 2 (对 任意 # 泛 
人 人知 岁 () 才 1. 同 理 知 站 (lf) 和 1; 吉 $0) 二 1 CY a 交 0). 即 知 
plo) = |al. 
现 证 下 在 R 上 是 代数 的 (对 数 域 K, 以 下 无 党 再 证 ). 任职 
所 开 ,eEC, 邻 (0 一 gf 一 Cg 十 ot 十 xaosa 为 a 的 复 共 斩 , 显 
然 了 是 C 上 实 阔 数 ,是 连续 的 :| (a) 一 fw) | 护 g((a a 一 
十 (qz 十 Wy 放 一 《十 R18) 又 易 负 当 a>o0 时 f(a} 一 co， 
fo pa — gu — pa a gt) 
| pl 2 |e lp). 
令 FCa(eEC) 的 最 大 下 界 为 如 ,显然 台 闻 0 且 存 在 aEC 使 
fo) =w( 因 为 a> 吕 时 ,一 00). 记 5={nECILf7CO0D 一 m}， 
显然 为 非 空 有 界 闭 集 , 帮 有 mES 使 laul 宇 |al(Y a€ 5S). 
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车 mm 一 0 则 产 o) 一 0, 于 是 上 满足 如 上 二 次 方程 . 再 设 mm 汪 
0; 取 0<e<m; 令 g(r) 一 一 (tw 十 wf 十 后 坟 十 Ee 七 民 R[x , 设 
,为 其 二 复 根 ,由 =aca 十 e 知 [| 写 |a| sam 车 S. 令 
Gtr)= (tr Com a ra 0) —(—e) "ERCr), 
设 其 复 根 为 高 ,…" ,Br, 且 所 一 a 于 二 


2 
co)=1 (x:— (b+) r+ FB), 


29 
KGGO= I ffm. 
而 . 
HCODNEEPE Cat a)tt a oe)" 
= fa) tem 二 e. 
此 两 不 等 式 给 出 
Flam lp CU Em" te)’, 
fla) /ml + te/m) ), 
令 nco; 则 得 fia/m 寺 1;7 a0 一 my 所 5S ,也 盾 . 口 


3 4.6 离散 赋值 域 


设 焉 下 有 非 阿 基 米 德 赋值 p : x 一 ,x|.p 对 应 着 指数 赋值 
zz) 一 一 ]og|z14.2) 域 忆 的 非 0 元 的 指数 赋值 全 体 w(F”) 
显然 是 了 的 加 法 子 群 , 称 为 v 的 赋值 群 , 因 比 有 两 种 情形 ; (1) 
v(F*) 是 离散 的 ,从 而 同 构 于 Z( 作 为 加 法 群 ?或 为 0( 当 9 平凡 
时 ); (2) vB) 在 中 中 处 处 砚 密 - 这 两 种 情形 下 分 别称 ”( 和 9 
及 其 未 除 子 ?) 是 离散 的 (diserete) 或 非 离 散 的 Cnondiserete). 例 
如 数 域 玉 的 钊 -adie 赋值 都 是 离散 的 . 
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现 设 瑾 产 有 座 散 素 除 子 局 ,显然 可 取 中 一 个 指数 赋值 
一 vr 使 AF' 一 Zw 称 为 的 标准 指数 赋值 ,于 是 下 中 有 元 率 
使 
. vA)=1, 
t 称 为 对 v 的 案 元 案 或 局 部 一 致 化 参数 . 例如 对 @ 的 pp 一 adic 
隶 除 子 pvCp"Y 一 nT 二 也. 

先 看 下 的 理想 , 显然 w 的 赋值 理想 色 一 x0,0O 为 赋值 环 , 而 
对 任 一 正 整 数 r 有 的 理想 

0 =r0=iaEFlv(a) 2r}, 
当然 入 二 aO 对 满足 v(ta) 一 7 的 任意 4 成立, 所 以 入 ,作价 1 
… 就 是 怠 的 全 部 真理 想 , 故 争 是 O 的 唯一 的 素 理 配 , 也 是 唯一 
的 极 大 理想 ,其 余 的 真理 想 都 是 它 的 突入 "一 xO. 因 此 OO 是 主 理 
租 环 , 当然 也 就 是 Dedekind 环 , 改 以 前 我 们 关于 Dedekind 环 的 
分 式 域 的 讨论 对 下 都 是 适用 的 , 特别 可 知 0 是 唯一 析 因 环 ， 
而 且 它 只 有 一 个 素 元 素 ( 不 计 单 位 倍 ; ,所 以 分 解 特 别 简单 ,每 个 
aeE 忆 均 可 唯一 分 解 为 ， 
a 二 x (rEzu 是 口 的 单位 ). 

显然 口 一 人 ilr 之 0}， 租 一 人 zlr 空 1 显然 理想 从 "的 道 为 分 
式 理想 


= 0atEFlv(a) er}. 
于 是 我 们 有 一 个 加 法 群 的 链 ， 
FO DR OR OOODPDY DDO{O} 

(x) 
因 久 "= {a€Fivla)>>r 一 ,大 WW" 是 中 心 在 零 的 开 集 (从 而 也 
是 闭 的 , 因 其 补 集 是 开 的 (是 8" 的 (平移 ) 陪 集 之 并 )). (如 下 考 
虚 也 可 知名 " 是 开 的 ;对 和 任 一 xzEF, 若 3EF 使 |z 一 yj 之 |z|; 则 
ls|= lx]). 故 上 述 链 (x ) 构 成 0 的 一 个 基本 开 邻 域 系 ( 称 为 一 
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中 洁 斗 显然 我 们 族 加 法 群 的 同 构 (3 寻 n>0,7rC 2): 
人 "， 
PO" "EOP", 
/OTEO YEF, 
同样, 我 们 有 乘法 群 链 (漏斗 )， 
F* OUDU OU DD (I). CH) 
其 中 
U,=1+®' (1), 

次 乘法 群 (着 a 二 1 十 ww 则 显然 aEUVU, 而 由 1 二 a 'a 二 a 十 
mua 和 aa 1! 一 1 一 wwa 1) 于 是 由 链 C* ) 知 道 在 拓扑 群 
中 , 链 C+ *) 构 成 1 的 基本 开 ( 且 闭 ) 的 邻 域 系 . 

我 们 有 群 的 同 构 ( 其 中 玉 + 表示 环 RR 的 加 法 群 >: 

(iD F’ /UZ1 (事实 上 "之 UX ); 

GD En 

GD) UA FP). 
事实 上 ,it 中 的 同 构 由 指数 号 值 v : "一 Z+ 决 定 ,F'* 中 元 a 二 
ar". 对 于 (ii) 考 虑 环 间 态 的 正 合 序列 

(0 人 -0 -上 下 19)， 

其 中 i 为 包含 映射 ,多 是 模 旬 剩余 类 肌 射 ,考虑 域 开 的 乘法 群 
五 * ,1(F" 一 U ,故我 们 有 乘法 群 满 同 态 V :UF* ,a >a 
十 外 ,其 核 为 1 十 钊 = , 故 知 fii), 且 有 魏 法 寿 正 合 序列 


{20 -了 Fl}. 


为 了 证 GiD ,注意 a 一 一 1 十 ra 引起 1:1 对 应 
O07,=1+xO, 
[Eh 
复合 映射 :UO 了 + ,1 十 Ta Fa 一 >a 显然 为 群 同 态 ， 
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满 射 :; 核 为 Uw 有 即 知 UU 7 实 Of 伞 社 天. 
4.6.1 离散 赋值 完备 域 下 
现 设 下 对 高 获 素 除 子 忆 是 完 各 的 . 对 每 个 非 0 剩余 类 <E 


一 O/Y ,选取 一 个 代表 feEO, 对 0E 下 令 其 代表 为 加 =0. 记 
民 二 FC) 为 玉 的 代表 元 全 系 .例如 当下 = 时 , 常 选 R=1{0,1， 


”定理 1 设 域 对 离散 素 除 子 了 完备 ,K 为 的 一 个 完全 
代表 元 系 , 则 下 的 每 个 非 0 元素 5 可 唯一 地 表示 为 级 数 


p= Zar 


其 中 a 人 ERR， x 为 的 素 元 , r EZ a 二 0 (0EK 表 为 之 
. 0r"). 反 之 ,每 个 这 样 的 级 数 是 下 中 一 元 素 且 v06)==r. 


证 明 首先 ,定理 中 的 级 数 部 分 和 5。 一 之 aur 显然 是 一 
个 Cauchy 序列 (1S-: 一 S.|=| 之 asr | 坟 |anna"!|0). 因 
眉 是 完备 的 故 {3.} 收 伊 隆 中 某 元 案 5( 注 意 ,如 时 F 不 是 完备 
的 ,这 样 的 级 数 在 王 中 可 能 不 收效, 故 定理 第 二 部 分 不 成 立 )， 
而 由 ex0 有 oC8.) 二 7, 故 vb) 一 r( 这 也 说 明 0 只 有 唯一 的 表 


示 之 /om ,因为 w(0) 一 一 co). 


” 任 取 5 和 0EF, 设 v0)=r 闪 一 品 , 风 bx-'EU, 故 br “0 有 
代表 元 4 后 0ER, 于 是 vtbr 一 a >0,vtB 一 gx ) >r. 现 设 我 
们 已 找到 ap yam 忆 RR 合 vt6 一 8.) >my 于 是 (6 一 SY /et 
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所 口 与 某 aolE 有 在 同一 剩余 类 ,地 让 一 3 一 Cr 
0 二 一 3) 关 可 十 1. 由 好 销 法 可 知 , 这 样 就 得 到 了 收 癌 于 避 


的 序列 {S,) , 即 6= Dor. 车 还 有 5 二 Sar, = w(6) = 


.让 0 二 (4, 一 ei) 由 前 述 0 的 表示 的 唯一 性 知 a 二, 
EZ), 即 知 6 的 表示 是 唯一 的 . 品 


作为 定理 1 的 特别 情形 , 设 下 二 天, 为数 域 芭 对 钊 -adic 赋 
慎 w 的 完备 化 . 设 A 二 Ox 为 玉 的 整数 环 , Ap 二 tA 一 分) 14 为 
人 4 在 外 的 局 部 化 (也 即 为 > 在 居中 的 赋值 理想 , 见 $4.3), 人 一 
名 Ap 为 4 的 极 大 理想 (也 即 为 在 兵 的 赋值 素 理想 ), 再 记 4 
为 在 天 。 的 赋值 环 , 人 .为 ”在 天 .的 赋值 理想 , 则 三 个 环 A 这 
4 C4。 分 别 对 其 极 大 理想 旬 , 9 , 从, 的 商 环 是 相等 的 : 

A/@=Ay/P'—A/ WO.,. 

事实 上 前 一 等 号 在 第 三 童 $1 已 知 ,后 一 等 号 在 完备 化 讨论 中 
已 知 { 即 fiP'|P)=1 或 慌 . 一 玉 ). 

因此 总 ,二 A,/ 旬 , 的 代表 元 素 只 可取 为 A/ 名 的 代表 元 素 ， 
故 可 取 自 整数 环 4. 自然 可 以 取 素 元 x 包间 一 各 ,所 以 下 ,的 每 
个 非 0 元 可 唯一 表示 为 

5= 之 amr， (a ERCA, rEA), 

例如 0 中 非 0 元 素 可 表 为 : 


Zap", (CaO,p —1). . 
这 也 说 明 4. 是 4A 在 下 , 的 闭 包 (58E 4 当 且 仅 当 之 0: 改 也- 


是 之 /aurE 4 的 极限 CN 一 o0)). 同 样 知 外 ,是 介 在 ,的 闲 包 
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全 后 0, 当 且 仅 当 ? 守 17. 
有 时 我 们 对 Zz, 中 元 素 作 如 下 简 记 : 
(aga de) = rapiap’: tasp’ +-*. 
循环 部 分 加 上 面 线 , 即 Gt airyars 一 (ae 
ar 一 1 时 面 线 记 为 点 )， 


例 1 当 p=3 时 我 们 有 以 下 展 式 
0 一 (00 一 (3 2 27)( 注 意 后 式 不 是 标准 表示 )， 
一 1 一 271GL 一 3) 一 201, 1 一 人 222 一 [2)， 
—5—=0—5— (8,2,2.) (2,10.) = (1,1,2), 
计 = 一 16/(1 一 3 二 一 16(107670) 
—— (1,2, (T0000) =— (T2160) 
3,2)— (TT = 20 2). 
?= ), 
— /7 =2,11200). 
一 般 地 ,对 bEQ, 易 知 5EQ 当 且 仅 当 5 是 *p 的 循环 级 数 ”. 事 
实 上 , 设 6= 王 "EQ, 其 中 整数 rs 与 p 互 素 , 设 记 对 模 ; 的 拱 


数 为 1, 亦 即 
p=l 《mod s), 


则 
jp =—=ms; (mEeZ), 
Fm m0), 
5 =rm(pt ptt eeare ] 
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=rm(t0, .0,1 0 ,0), 
由 于 rm 是 p 的 有 限 级 数 , 故 知 5 是 pp 的 循环 级 数 . 一 5 一 (p, 记 
一 5p 一 le) ,一 了 也 是 循环 的 . 反之 易 知 p 的 循环 级 数 必 
是 有 理 数 . 
这 样 ,我 们 得 到 :2, 即 为 如 下 形式 的 p 的 级 数 全 体 


b= Zapr (ER, ar=0,l,sp—1). 
注意 > 可 以 是 负数 . 怠 即 为 其 中 全 体循环 级 数 . p-adic 整数 环 Z， 
为 满足 7+ 实 0 的 级 数 全 体 , 局 部 (分 式 ) 环 (Z 一 tp)) :ZF( 有 时 记 
为 Zi , 即 为 ZZ, 作 人 0 即 为 r 实 0 的 往 环 级 数 全 体 .Z 即 为 r 实 0 的 
有 限 级 数 全 体 ， 


例 2 设 fX,7 了 DD)=Y 了 一 (Xi 二 XRIECOK,Y), fl(X,Y)=0 

是 Cs 中 一 由 线 Y, 称 为 椭圆 曲线 . 令 
A=COX YI/ACO OR T=CLr ,yy), 
称 为 下 的 坐标 环 ( 显 然 为 定义 在 中 上 的 多 项 式 画 数 全 体 , 因 为 
两 窗 项 式 gjiECCX,P 在 了 上 取 值 相同 当日 妈 当 g 寺 kh (mod 
门 ), 其 中 yy 表示 和 ,了 模 了 的 间 余 类 ). 设 
政 一 让 (zy]y 
为 六 的 分 式 环 { 显 然 为 定义 在 中 上 的 有 理 函 孝 全 体 ) 对 点 焉 一 
(0,0EV, 
= try), 

显然 为 A 的 极 大 理想 ,4 对 间 的 局 部 化 称 为 在 点 P 的 局 部 化 : 


_ [h(xy) 
4 = (2 [gC0,0)X0, g,h€EA 


= 在 P 点 有 意义 的 V 上 有 理 函 数 全 体 , 
4z 的 极 大 理想 
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Mp 二 各 Ap= (ry) = TH) = (y=y Ap. 


为 主 理想 ，y 二 x 为 4r 的 素 元 . 故 着 5E€ 玉 , 则 .4p 一 Mp", 故 b= 
uy' st 为 单位 ,nEZ. 所 以 天 有 离散 指数 赋值 v 一 ov: 
vuy") =n, 
记 天 对 * 的 完备 化 为 天 4, 为 4 或 4p 在 天 .的 闭 包 ( 即 下, 
的 赋值 环 ) ; 关 , 为 得 在 KK, 的 闭 包 ; 则 4 人 .一 4r7Mr 一 4/ 和 一 
C, . 
A = {astarytay: + ate laEC! 
一 CCCy)== 在 P 点 解析 的 沽 数 全 体 ， 

其 中 Crry] 表 示 y 的 大 级 数 全 栖 . 

由 上 述 可 以 看 出 ;只 要 基线 人 在 了 点 是 光滑 的 即 极 大 理 
想 Ms 是 主 理想 ) ,A, 便 是 CCCr, 这 说 明 , 不 同 的 曲线 Y 和 不 
辣 的 点 了 有 着 同 构 的 4.. (例如 对 于 卫 二 0,0)，V 为 了 一 其 或 
Y= 十 六 或 天 二 X11 十 区 时 , 均 有 闫 构 的 4, 一 CCEaDD7). A 的 
这 一 性 质 颇 不 同 于 A,Ar 入 . 


习 ”是 
1. 在 伙 中 展开 士 5, 士 7, 士 12, 士 175, 士 177 为 每 级 数 . 
2. 在 吧 , 中 展开 土 2, 土 5, 士 1/2, 土 1/5. 


§ 4.7 赋值 的 延 拓 (完备 情形 ) 


对 于 扩 域 己 / 户 , 常 需 考查 下 的 赋值 在 吾 中 延 拓 的 可 能 及 个 
数 , 当 F 为 完备 域 时 ,将 证 明 这 种 丐 拓 是 唯一 存在 的 .当下 非 完 
备 时 ,可 先 将 其 完备 化 再 作 和 研究， 
以 下 设 域 对 其 率 除 子 P 是 完备 的 ,O 为 赋值 环 ,名 为 赋 
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值 理想 ,EE/F 为 nn 深 扩 张 . 如 果 了 为 阿 基 米 德 赋 值 , 则 下 只 能 是 
或 C(Ostrowski 定理 ) , 故 瓦 一 号 或 已 ,已 的 延 拓 是 清楚 的 , 故 
以 下 设 己 是非 隔 基 米 德 素 除 子 , 我 们 要 证 明 ， 


定理 1 设 域 下 对 非 阿 基 米 德 圳 除 子 PP 是 完备 的 ,上 为 下 
的 次 扩张 ; 则 P 到 右 有 了 唯一 的 延 拓 @ 且 EE 对 忆 是 完备 的 .而 
日 

{1) 任 一 gEP 到 玉 的 叭 一 延 拓 g 亿 Q@ 由 下 式 决 定 ; 

dla) =NCNN, (aE E). 

其 中 N 一 Nagyr 为 五 到 F 的 范 映射 ; 

{2) 己 高 散 当 且 仅 当 久 离散 

{3) 息 的 荆 值 环 Oo 为 Or 在 五 的 整 闭 包 ， 

(4) 车 oa 与 a 为 FF- 共 固 , 则 (0) = (oa)， 


首先 注意 ,如 果 g 到 瑟 的 延 拓 是 唯一 的 , 则 gg 只 能 如 定理 
中 所 定义 .事实 上 , 若 mw 是 ao 一 在 上 的 共 罗 元 , 列 和 由 
延 斤 的 唯一 性 知 ¥(a) 二 Ct( 香 则 令 2) 二 yg bay) 则 可 得 w 
的 另 一 延 拓 四), 过 知 pC(N (Ca) 二 4 Cwa,) 二 ¢ (a) we Wa) 
=# a)”. 

下 述 Hensel 引 理 在 赋值 延 折 及 其 它 方面 均 十 分 重要 , 它 把 
LX) EOLXD 的 分 解 与 剩余 类 域 上 了 CX) EFLXD 的 分 解 连 系 起 
来 (其 中 对 (XD)== aX , 记 了 (XX) 一 aXi, a 家 示 a€OO 在 F 
一 /中 的 代表 的 类 )， 


Hensel 引 理 设 下 对 ( 非 阿 基 米 德 ) 指 数 赋 值 " 完备 ,多 项 
式 A(X)EOLXJ. 车 
下 (RD) 一 G(X EC) ， 
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其 中 GEX); 昌 HUF) EFCKRD 征 和 娄 , 则 存在 gCX) ,有 CXYE OLX 
使 

R=g RIKR). 
FCX)=GHY, FCFIEHCXY, deg pg{X)=deg GXY( 若 
CCX) 或 HC(X) 是 首 一 的 , 则 相应 地 g( 玉 ) 或 h(X) 是 首 一 的 ). 


证 明 不 妨 设 G(X) 是 首 一 的 , 显然 有 g1 CX),h,(X)E 
OC[XD 合 ,81 一 但， 万 一 瑟 ! 且 Bi 与 G， hl 与 HH 次 数 均 相 等 ， 
g1( 叉 ) 首 一 . 设 

alKIG(X)I FENRIB INKY=1 CalK) BRIEOLKDY. 

于 是 f—gh 和 ag1itoh—1 均 属 于 多 [CX , 记 它 们 系数 的 指数 
切 信 的 最 小 值 为 e 若 es 一 co, 即 有 jg 下 + 则 证 毕 . 再 设 0<e< 
o90; 设 vlr) 二 etxER)( 当 vv 离散 时 ,无 需求 5, 取 为 素 元 即 
可 ), 则 显然 /二 gyhtmodn) ,agi 二 bh 三 1 (modx), 

我 们 将 途 步 构 作 一 系列 名 项 式 gh EOCXJ 满 足 (i) 了 二 
grhn mode) ss Ci) gs Sg (modr” ,Ah, Sh (modr” '); bli) 
gr=G ,= HH; (iv degg,—=degG—r, degh,<degf r=s—r. 

情形 上 一 1 已 完成 , 设 对 wn 一 1 已 完成 (n 之 2), 先 设 

Br— gsi RY, 

hh rr wt). 
其 中 wvE OLXI 待 求 . 若 要 f=gwhn 一 ih 十 (giv 十 
hi) Cmodr) ,只 震 中 = (Cf 一 gh piv 1 下 
(meqdr). 注意 wagi 十 whhi 圭 w (modn), 设 wh 二 gg81 十 (下) ,其 
中 degu (XX) < 之 deggi(XX) ,wl 久 }EOLXI( 因 gi 首 一 ). 故 (Crzoa 十 
qh) 十 zh 三 wtmodr), 将 wa 十 qh 中 同 作 于 0(modx) 的 系数 
均 换 为 零 , 得 和 多项式 uCXX) ,出 

vp1t whew (modr), 
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妈 w=g_15 十 和 _1w tmodzx),(i) 得 证 , 只 需 再 证 (iv). 显然 有 
degg 一 deg& 一 r( 因 degr < 之 r), 若 degj > 一 r 则 degu>>5 一 
r 这 与 vg1 十 Kh 三 w{mod7) 政 盾 ( 因 degg; 一 r 而 xp 和 局 的 
次 数列 专 s). 这 就 构造 出 了 gg。 和 六.. 

出 于 下 完备 , 故 序列 {g,(X)} 收 合 于 gC 四 ) ;1h.(X)) 收 得 
于 hiX} (事实 上 ,iR gC) = Doan, 由 gi 三 gr (Imodx"} 启 
a 二 a (modv) 故 {a} 是 Cauechy 序列 ) 奢 a 人 a;EOY). 
故 f==g,h. 二 ghtmodxr) 对 任 一 nn 成立, 即 知 = gh, 其余 显然 ， 
证 毕 . 口 


系 1 设 下 对 指数 赋值 wv 完备 . (1) 车 六) 二 a 十 … 十 
人 下 十 io 人 严 [X] 不 可 约 , 刚 

DC min {vca.) so a0 =min {va) ,vtao)}. 
特别 ,车 是 首 一 的 , 则 /XYEOCXISaoEO. 

(2) 车 (XYEOCXI 痢 一 且 在 FR 上 不 可 约 , 则 了 在 FCX2 
中 为 不 可 约 多 项 式 之 其. 

(3) 车 f(X)EOCXI 有 目 aoEF 是 了 (XX) 的 单 根 , 则 产 X) 有 
根 gE€OQO 司 a 一 a. 

(4) 昌 , 售 p 一 1 次 单位 根 群 . 

(5) 车 p 寺 (mod4) 则 VY 二 1E0,. 


证 人 ?适当 苇 以 常数 ,不 妨 设 f(X)EOCXI 且 LvC)==0. 
车 minfotasJvataoj>>0, 设 r 是 使 we) 一 0 的 最 大 数 . 由 AX) 
一 CRE) ，1 一 全 (X) 已 (和 ) 及 Hensel 引 理 知 ;, = 二 gCXOA(X), 
degg( 人 一 rr0deghX 一 ?一 r20. 于 盾 . 
(2) 否则 ,由 Hensel 引 理 则 给 出 f(X) 的 一 个 分 解 . 
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(3) 于 是 了 = ( 玉 一 a)H(X)H CX 一 a) 与 HH 二 索 , 由 Hensel 
引 理 知 f=gh, degg(X)=1 且 首 一 , 即 g(X)= 一 X 一 a EOLX), 


(4) FJ) 一 Xe 一 1 在 五 中 有 单 根 1 
《5 及 :十 1 在 ,中 有 单 根 . 


定理 1 的 证 明 ” 先 证 延 拓 的 存在 性 ,只 需 验证 定理 中 的 多 
是 五 的 岂 值 且 在 二 上 的 限制 为 多 后 者 显然 . 多 显然 有 Y() 之 
0.8 =00 一 0,g (08) 二 yf (og (B). 只 需 再 证 () 寺 1 二 
好 (1 十 的 安 1, 便 可 知 分 流 足 莽 值 定义 中 的 V3 . 设 zE 五 在 局 上 
的 级 小 多 项 式 为 
AOR)= fa F)=X Ha + 二 a EFCX), 
网 和 NOD 一 十 83 ，mr 一 n. 故 荐 用 (和 1 则 gao) "过 11 吉 ao 拓 
OF. 由 系 101) 知 XY)EOCKD, 记 gCX) 二 A(X 一 1) 为 1 十 a 的 
极 小 多 项 式 , 则 
有 人 十 四 一 ( 士 8(0) 加 一 ( 士 拓 一切 六 ECOp， 
故 YCIa 所 1， 
由 定义 ,显然 ?离散 当 且 仅 当 离散 . 又 显然 Or 一 Co 门下 . 
车 eaEea, 则 多 (o 笠 1, 上述 已 证 ACEOrCE], 故 知 < 在 Or 
上 整 ,反之 , 设 w 在 Or 上 巩 , 则 
eas 十 a= 人 0, diE Dr. 
d= a ia +-"+a dmax{y (a)'] ， 
故 知 及 ( 扫 扫 1， 
多 延 因 的 崔 一 性 和 玉 的 完备 性 来 自 于 更 一 般 的 一 个 结果 ， 
即 如 下 


定理 2 设 下 对 赋值 9p 是 完备 域 ,V 是 六 上 有 限 维 线性 空 
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向, 则 VW 上 相 容 于 gg 的 所 有 范 数 艾 是 等 价 的 (或 称 在 等 价 意义 
下 是 唯一 的 ), 且 VV 是 完备 的 (对 此 范 数 的 拓扑 }. 


设 域 下 有 赋值 g; 域 六 上 线性 空间 V 的 相 容 于 8 的 一 个 范 
数 (Norm, 或 称 模 ) 就 是 YY 上 一 个 实 什 函 数 p; 且 满足 ; Gi) ptx) 
0 ptr) = Or=0; (DD plen) = ge) pz); A) ptr ya 
PT 二 ply)( 对 任意 zx,yEVycEFY. 显然 由 距 离 da(z.y) 一 Pr 
一 > 决定 V 的 一 个 拓扑 . 两 个 范 2 与 p; 称 为 等 价 是 指 存 在 正常 
数 cyes 使 

ep) Ep rp Cr) 

对 任意 zEV 成 立 . 这 也 就 是 说 ,op 和 p; 决定 的 度量 招 扑 是 相同 
的 . 锁 如 C 作为 RR 上 线性 空间 ,pta 十 后 ) 二 Yer 十 可 定义 一 个 
范 , 因 尺 对 so 是 完备 的 ,此 p 在 等 价 意 义 下 是 C 的 相 容 于 吕 的 
唯一 范 数 . 

由 定理 > 可 立 得 定理 1 的 余下 部 分 . 事实 上 , 扩 域 正 显 然 
是 下 上 的 # 维 线性 空间 ,所 的 每 一 个 赋值 也 为 所 的 一 个 范 , 赋 
值 等 价 相 当 于 范 等 价 . 故 车 8 到 忌 上 有 两 个 延 扳 另 和 锡 , 则 名 
与 % 等 价 ,又 因 它 们 在 下 上 的 限制 相等 , 故 9g 一. 口 


定理 3 的 证 明 取 定 YY 的 基 ws wen 任 一 工 六 可 表 

为 z 一 or 十 十 or， a 全 下令 

P(r)—max{ pha)}. 

则 ww 是 V 上 相 容 于 的 一 个 范 数 ,显然 VY 对 决定 的 拓扑 是 完 
备 的 , 只 需 再 证 任 一 相 容 于 9 的 范 ps 与 2 是 等 价 的 . 取 <: 一 
Co) 十 十 pal) ; 则 显然 有 PCz)seap(z》 其 余部 分 对 
归纳 .n= 二 1 显然 , 设 对 一 1 情形 结论 成 立 . 令 空 间 
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Vi= Fw ODF BF DDIw, 
由 归纳 假设 知 V; 对 ps 的 拓扑 完备 ,从 而 在 中 是 闭 的 . 故 十 
wi 闭 , 因 CV 十 tw UV 十 w) 中 不 含 0, 族 存在 0 的 邻 
域 与 之 无 变 , 即 存在 c, 0 使 
Rs t+ wi) cl 《W yy EV i), 
对 尾 一 和 二 a 十 二 ano 了 闫 0, 设 其 第 ;个 系数 a 的 赋值 最 
大 ， Bt) 一 max{8eD 一 P(z)， 则 


pea7 了 一 (中 a 十 忆 十 如 十 生 十 天 ws)ZPen 
i J 


即 知 p(x) 守 cplai) = 二 cipCx), 口 


在 定理 i 中 .再 设 书 是 离散 的 , 设 Up 和 Yeo 分 别 是 忆 和 名 
中 标准 指数 岂 值 ( 即 wn(F*) 二 2，va(E*) 一 2), 设 x 二 xs 为 吾 
的 素 元 , e(Q@|P)==(vo(E') : votF')), f=f(Q|P)=EE:; 
EF). 


定理 3 设 如 定理 1，P 是 离散 的 , 则 
(iD ze 一 wns 《其 中 EUs 是 下 的 单位 ), 且 对 性 意 aE 只 有 
Vala) =e ve(a). 
(i n=ef 且 (wr Hl 和 07 坟 e 一 1) 为 A/F 的 整 基 
( 即 Do 的 Oo 一 基 ) ,其 中 ww,EOw 使 fo 为 五 / 素 的 基 . 


证 明 《iD 显然 wao(e@) 一 josta) 对 某 AE 及 成 立 , 以 下 的 素 元 
和 代入 知 warr 一 如 prp) 一 蚊 故 e 一 (oaf 3 ve( 开 一 人 
: MZ) 一 和 由 此 即 知 , 若 uxi EF 下, 则 为 下 的 素 元 . 
(让 这 公 = CD 和 自 二 (xs) 表示 人 @ 和 和 多 的 赋值 理想, 显然 总 
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是 旭 在 志 上 的 唯一 素 理 想 国 子 , 且 由 De 一 哉 5 由 扩 域 中 素 理 想 


分 解 理论 知 4 一 ef.=ef. 

考虑 

=a 二 arr: (tar) 
B=bor tbr, (EF) 

我 们 断言 : 

Ca) va)—=min{vtas)}, 

(5) vA) mintvtbr)}, 

事实 上 ,不 妨 设 aj 不 金 为 0 有 vlad) =min{v a)}. NM ar/a, 
EOrva=a(umnt (aa Carfa) wr) =A; 由 {zi} 在 
碧 上 线性 无 闫 可 知名 关 0, 即 知 wCm) 二 0, 克 v(a) 二 v(an)， 

青 看 8B, 如 果 wz) 一 om) Ci 关 j,5 与 二 非 0), 则 vw 
(Tu /bEv(P') 与 x 定义 讶 盾 . 这 就 证 明了 了 上述 断言 . 

由 上 述 断 言 , 易 知 {ew:} 与 1 在 亚 上 线性 无 关 . 现 证 fo 
线性 无 关 . 为 此 只 需 证 明 

Cc) vts; Dv Dw) — min{vte mr) }. 
为 此 先 固定 o<j<e; 若 。 5 不 金 为 9， 则 

uts;) y=0 2 onva) =0C 2 ce) tur) 
=min{vle 十 JE (mod ey). 

这 是 因为 vlc 是 vlrr) 二 v(x) 二 2 的 倍数 .元 对 不 同 的 j, 
{sy) 是 不 同 的 , 即 得 断言 (ce), 口 


习 
1. 设 域 户 对 非 阿 基 米 德 素 除 子 如是 完备 的 ,如 是 下 的 任 
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一 代数 扩张 , 则 PP 到 2 有 唯一 延 折 , 且 Oo 是 Or 一 Os 站 FP 在 中 
中 的 整 闭 包 ,并 有 Os 一 由 Oat 过 701F 的 有 限 子 扩张 ). 

2. 举例 说 明 当 下 不 是 完备 域 时 ,Hensel 引 理 不 成 立 . 

3， 设 如 定理 3, 则 对 任意 ae 五 ,有 upfRrerteaDD] = fuato). 


8 4.8 ”赋值 的 延 拓 (一 般 情形 》 


本 节 讨 论 一 般 的 完全 域 的 赋值 到 其 有 限 扩 域 EE 的 延 拓 . 
设 域 下 有 素 除 子 卫 ,P 可 为 阿 基 米 德 移 或 非 阿 基 米 德 的 . 设 Fr 
是 下 对 PP 的 完备 化 ;2 为 Fr 的 代数 闭 包 (例如 当 P 为 阿 基 米 德 
素 除 子 时 ,=0), 了 到 Pr 有 唯一 的 延 拓 , 仍 记 为 (或 疗 ). PP 
到 各 也 有 了 唯一 的 延 拓 ( 记 为 P 或 Po), 这 是 由 于 对 任 一 aE€0， 
Fo le) 是 完备 域 Fr 的 有 限 扩 张 , 我 们 设 所 有 的 扩张 都 是 可 分 
的 ,例如 我 们 最 关心 的 数 域 情 形 即 是 如 此 ,对 不 可 分 情形 ,也 完 
全 可 以 类 似 讨论 ， 


例 1 设 F=0, Poo, Fp=R, =C. 设 E=Q Cw),w 
在 上 的 极 小 多 项 式 为 
FR)=K HX HK-AHIEQLRY. 
将 CX) 在 RLXI 中 分 解 为 不 可 约 因 子 之 积 : 
FX)Y=PIK)I PRK) 
=(X:—XCV BO—1)/2+1) (CX 二 TC 5 十 1)72 十 1) 
=((X—wI Kw KW) CX—w)) 
其 中 多 = 二 雄二 ee 一 wor(1 太 上 守 4), 于 是 
tI = 0g. 
《其 中 书 表 示 忆 的 复 共 斩 ), 注意 号 中 元 可 表 为 w 的 多 项 式 
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于 (rp EECE 于 是 五 到 已 有 4 个 全 候 和 大 
E—tC, 
gC > 站 (ok 
由 此 定义 = 到 三 的 四 个 延 拓 , 即 对 sx 一 gGee) EB, 令 
|gtw) | = |g tw) |. 
但 应 汪 意 ,= =c，c:=coi 这 是 因为 w= 二 ww 二 ws 故 
|g(zo7 | 一 | 有 (zol ,igtw) | 二 |gtwa) |. 而 oo, 闫 00;, 事 实 上 


lw = lw|=|I 5 D/H 10+2 v5)/4|, 
而 “iml。 一 ws 一 |( 一 5 一 1D)74TiCV10 一 2 5 /4|， 


我 们 称 加 与 As 是 在 灵 上 共 叔 的 ,这 相当 于 说 wi 与 ro, 是 在 民 
上 共 连 的 . 口 


对 每 个 素 除 子 ,我 们 了 到 定 其 中 一 个 赋值 作为 标准 赋值 , 因此 
灶 除 子 与 标准 赋 信 的 讨论 是 对 应 的 . 

首先 下 的 素 除 子 PP 到 扩 域 巨 中 有 -个 明显 的 延 拓 方法 , 即 
将 玉 谋 入 到 吕 中 ,由 Ps 诱导 出 的 素 除 子 @, 则 Q 为 PP 的 延 
扼 . 详 言 之 ,因为 如 是 含 下 的 代数 封闭 域 ,EiF 是 代数 扩张 , 故 
共有 ja=[ 瑟 :到 个 五 到 品 的 天 嵌入 ， 

:Ef {1] 1 ), 
Po 色 (65E)Fr 的 限制 仍 记 为 Po. 则 将 Po 传递 (诱导 ?到 吾 
上 为 
入 ,一品 {Pa) = Po”, 
则 久 即 为 P 到 EE 的 延 拓 ( 这 里 ,对 骨 入 :En pp 了) 一 P* 
定义 如 下 :对 YEP,eE 正 , 令 
网 wa 一 网 pe， 
而 pCP)={p' glpE Pt. (也 记 关中 一天 9 一 本 )， 
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定理 二 设 E/F 为 n 次 可 分 扩张 ,P 为 下 的 素 除 子 ,Fe 为 

户 对 忆 的 完备 化 ,0 为 Fp 的 代数 闭 包 . 设 
a ED. 

为 百 到 如 的 ”个 天 嵌入 . 则 

(1) PP 到 二 的 全 部 延 拓 即 为 二 Po (1 所 ; 扫 o); 

(C2) ;= 当 且 仅 当 及 与 A 在 Fp 上 共 入 , 亦 即 {puEIRp 
与 (mA 五 ?Fe 在 互 ; 上 共 斩 ; 

(3) 巨 对 人 ,的 完备 化 Eo;= (EE)Fp. 


证 明 〈1) 已 知 每 个 嵌入 加 确 可 诱导 了 到 上 E 的 一 个 延 拓 
Q(x) ,友之 设 蛋 是 P 到 EE 的 延 拓 , 现 证明 王 必 册 蘑 大 
诱导 , 设 天 对 外 的 完备 化 为 吾 ,和 到 去 的 延 后 记 为 如 . 设 疡 
为 FF 在 EE 中 的 闭 包 , 则 后 是 下 的 完备 化 .由 完备 化 的 唯一 性 可 
知 玉 = 二 Fr( 也 就 是 说 请 与 Fe 是 下 - 同 构 的 ,我 们 将 此 FF- 同 枸 视 
为 等 同 ). EFp/ Fr 显然 是 有 限 扩 张 ( 因 E/E 为 有 限 扩 张 》, 故 
EF。 是 完备 的 ( 因 Fs 完备 ), 从 而 EF 是 的 闭 子 集 . 因为 E 
在 豆 稠密 , 故 EFs 在 中 徇 密 , 即 知 

EFr=E. 
于 是 知 亡 /Fr 是 有 限 扩张 , 故 到 上; 的 代数 闭 包 总 有 嵌入 

rik ——n 
(tT 实 为 了 一 嵌入 ,因为 我 们 将 王 与 Re 的 下 - 同 构 视 为 等 同 》. 
记 = 在 互 的 限制 为 ww, 则 

rE 一 下 有 下 一 《RM 下] 下。 
同 构 r 将 辫 的 素 除 子 入 及 其 中 赋值 ?传递 为 rz(E ) 的 素 除 子 
Q” 和 赋值 5 (好 对 a€EF ,Gra) 二 gto)). 但 rl 启 ) 作 为 0 
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的 子 域 有 素 除 子 PC( 即 Pa 的 限制 ). 显然 Q"' 与 了 在 上 很 制 
相同 (因为 @ 在 玉 限 制 为 ,sr 在 FF 上 限制 为 1). 由 于 r(E ) 一 
CpE)Fr 的 索 除 子 是 唯一 的 , 故 

Q"'=P, 
限制 到 EE 上 上 即 知 Q=P=P"=pg*P=Q( 基 1<in), 

(2) 若 pu 与 pw 是 Fo- 共犯 的 , 设 As (paE)Fp 守 (jwEYFp, 对 
PEParaE EN Pap pan = AD) =—p = Pa 
(用 到 g(a8) 一 p(B), 因 为 旭 与 8 在 Fr 上 共 思 ). 即 知 久 :一 
A no 一 站 Po=A. 

友之 , 设 @ 一 Q:, 因 为 n 与 pw 蚌 下 - 典 入 , 故 有 下 上 同 构 

AspaE-—*pkE,; A pr, 
我 们 将 可 延长 A 为 (enE)Fp 与 (poE) Fp 在 fr 上 的 同 构 . 事实 
上 ,由 于 gE 在 (pnE)Fr 中 稠密 , 故 zE (pnE)Fb 可 号 为 
T= limpa (x, EE) 
序列 Nz 二 poz 也 应 收敛 ,这 是 因为 Am 与 pr 话 导 出 EE 的 同一 
素 除 子 , 从 而 对 任 一 gE 了 有 
PT = Ca DT = Cp PT pT ). 
记 limpszs 二 入 了, 则 下 和 (2 开 )F( 因 (Cg)Frr 完备). 由 此 得 
到 域 同 攀 


站 mE Fs rE) Er, 
明显 然 2 保持 Fs 的 元 素 不 变 ， 
(3》 由 红 ?的 证 明 即 知 . 口 


系 1 设 如 定理 1, 并 设 玉 =Flq) 为 FF 的 nn 次 可 分 扩张 ,a 
在 下 上 的 极 小 多 项 式 为 FAX) ,是 FE) 在 Fo 的 分 解 为 
fR)=p (KX) p RIEFPLN: 
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其 中 p(X) 在 Fs 上 不 可 约 . 则 上 的 率 除 子 请 到 玉 上 怡 有 + 个 
不 同 延 拓 包车 设 p; (下) 的 次 数 为 nn 在昌 中 根 为 &(3 
jn); 则 
i a, 

(Sr 1 人 jt) 怡 为 到 从 的 x 个 开 - 拭 入 ,Ai 与 py 在 Fp 
上 共 二 当 且 仅 当 ;=i"( 即 与 my 在 Fp 上 共 罗 ). 而 

Q;= ;LP), 人 一 
(对 任 一 个 1 所 jn). 


梭 2 设 如 定理 1, 著 忆 为 局 的 延 折 则 记 为 人 Q|P 或 QP. 
设 Eo 为 EE 对 蛋 的 完备 化 ( 称 为 局 部 域 ); 记 
na—~[LEo: Fp), 
称 为 局 部 扩张 次 数 , 设 Ne 和 Tra 分 别 为 Eo 到 Fs 的 范 和 和 迹 映 
射 . 设 .Fa EEABD) 一 Fa rm 为 w 在 苹 / 有 中 的 域 多 项 式 ,其 
中 fay) 为 a 在 F 上 的 不 可 约 多 项 式 ,a 为 瑟 中 任意 元 素 , 册 
(1) n= Ze (整体 扩张 次 数 是 局 部 次 数 之 和 》. 


(2) Narta)= 由 Nata (整体 范 是 局 部 范 之 积 )， 

(3) Ta (0)— D7Trola) (整体 迹 是 局 部 迹 之 和 ). 

(4) flas EI1F)= J] feas Ea/ Pr) 《整体 域 多 项 式 是 局 
部 域 多 项 式 之 积 ). 


车 PP 为 下 的 阿 基 米 德 康 除 子 , 刚 Fp 一 RR 或 CCOstrowski 定 
理 ), 依 次 称 P 为 实 的 或 复 的 率 除 子 . 


系 3 设 PP 为 下 的 阿 基 米 德 素 除 子 ,E/F 为 二 次 扩张 . 则 
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(1) 者 P 为 复 的 , 则 了 到 志 有 rn 个 延 折 避 : 且 均 是 复 的 ， 

C23 若 P 为 实 的 , 则 了 P 到 玉 有 个 实 延 抑 Q@Q,,…,@Q ,有 rr 
个 复 延 拓 Qi :人 + ， 其 中 让 和 327r; 是 二 到 CC 的 FF- 实 向 入 
〈 即 五 的 象 属于 吾 ) 和 忆 - 复 嵌入 的 个 数 ,mm 十 2r: 一 站 且 no 一 2 或 
1( 依 久 为 实 或 复 ). 


证 明 设 E=F(a) ,a 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 为 A(X). 若 PP 
为 复 的 , 则 Fo 一 CA(X) 在 Fr 上 分 解 为 一 次 因子 之 积 . 若 己 为 
实 的 , 则 Fp 二 Rf (了 ) 在 RR 上 分 解 为 二 次 和 一 次 不 可 约 因 子 之 
积 . 青 由 定理 1 或 系 1 即 得 证 . 国 


系 4 设 K/@ 是 nr 次数 域 ,wo€ We 是 全 的 一 个 素 除 子 ,aE 
K. 对 于 mm 到 天 的 延 折 v= Ck, + 尼 为 局 部 次 数 . 出 


I lal%= Nxsate) |。- 


证 明 天 到 有 (一 必 的 代数 闲 包 ) 的 租 入 共 # 个 ;js , 
证 ,每 个 ps 给 出 vo 的 延 辆 :|a|, 一 | jwal,( 这 里 w 是 指 它 到 
如 的 唯一 延 拓 ). 由 N(0)=g (wy…p6 (4) 知 


=]] le. 口 
wl 


如 果 下 的 素 除 子 P 到 nn 次 扩 域 上 有 x 个 不 同 的 延 拓 
@,…… 9,, 则 称 户 在 忆 完 爹 分 机 , 由 系 2(1) 知 ,这 相当 于 no 
一 ] 员 志 i: 志 nn) ,也 即 
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Eo .一 CEIFp=— Fp. 
对 于 固定 的 志 常 可 将 EE 与 wE 等 辐 . 于 是 我 们 有 


系 5 玉 的 素 除 子 PP 在 EE 完全 分 裂 当 且 权 当 对 其 任 一 延 拓 
有 Fo=EFr—Fr,B ECFL. 


特别 当 E/E 为 数 域 的 a 议 扩张 时 ,FF 的 非 阿 基 米 德 素 除 子 
P 对 应 于 素 理 想 间 ,其 延 拓 QQ@ 对 应 于 名 在 的 素 理 想 因 子 内， 
车 记 间 在 坟 的 分 裂 域 为 所 , 则 EE 的 完备 化 
有 一 Fr， 
ENMNFp=E’, 
后 者 是 因为 Er 是 外 在 其 中 完全 分 裂 的 五 的 最 大 子 域 ,也 蚌 合 
于 Fe 的 已 的 最 大 子 域 


例 2 由 于 奇 素数 情 在 巨 一 Q(5 完全 分 异 , 故 0 DC 
0,. 这 说 明 @, 含 p 一 1 次 单 次 根 . 

现 设 EV/F 为 nn 次 Galois 扩张 ,GaltE/F)==G. 设 下 的 素 理 
想 旬 在 有 素 理想 因子 外 ,Gs 为 外 的 分 解 群 .以 卫 和 @ 记 8 
和 吧 决 定 的 过 除 子 , 记 Fp 和 Eo 为 相应 的 完备 化 . 


系 6 设 E/F 为 Galois 扩张 , 则 EofFp 也 是 Galois 扩张 。 
且 有 自然 同 构 : 
GEo/F AG = Gal( E/E’). 


证 明 由 于 Eo 必 E, 故 有 限制 映射 
pi GEo/ FE) GE/F). 
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E: 


对 任 一 AEG(E6/F,) ,因为 在 完备 域 Fr 上 共 饭 的 元 素 < 和 jc 
有 相同 的 赋 全 , 故 4 不 改变 Ec 的 赋值 理想 折 o= {e| |a| 过 1;, 破 
JD 不 改变 吊 = 间 o 门 E; 亦 即 CEGz. 上 反之 ,对 任 一 hE Gs 
G, 由 连续 性 可 将 加 延长 为 MECOEeAFa) (事实 上 ,aeEEa 是 五 
上 级 数 2ya, 令 民 Zia) 一 2 (Cha) 即 可 ). 这 说 明 ? 的 象 为 
Ga, 又 % 显 然 是 单 射 ( 若 hu 一 1 则 一 1), 即 得 引 理 ， 口 

在 系 5 精 形 下 , 设 Ec 的 赋值 环 和 赋值 理想 为 Be, 久 a. 对 
Ba( 也 称 对 Eo) 作 模 冲 。 剩余 酉 射 : Eo 一 Eo 一 Bo/ 着 a. 此 卫 
射 限制 到 E,E',Fr, 了 上 依次 相当 于 作 模 内 = Ya 门 E， 久 4 一 
他, 一 绍 a 门 Fp, 加 一 中 人 RF 的 剩余 映射 . 从 而 得 到 五 o 一 
E, F,—F~—F. 于 是 f(Wo|@p)=[CEo: Frl=[tE: F=f 
| 他》， 


习 题 
1. (1 说 明 数 域 扩 张 LYK 中 的 素 分 解 与 居 的 钊 一 adic 赋 
值 到 世上 延 折 的 淆 系 . 二 者 间 e,f,g 的 关系 . 
(2) 说 明 L/K 与 完备 化 L./K, 及 剩余 类 域 L/K 间 的 关 
系 , 分 解 域 与 惯性 域 如 何 ? 
2. (1) 分 别 求 0 到 6,QCY2 ) ,QtY 一 3) 的 所 有 赋值 延 
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拓 人 = 一 1). 

(2) 求 台 的 无 限 赋值 = 到 QCY 2 ) 的 所 有 延 折 ， 

3. 设 (X= 一 2 ,a 是 其 一 根 ,天 = 一 ko. 设 委 的 素 除 子 
PP 到 处 的 延 拓 为 Q@,… ,Qs. 试 对 下 列 P 求 局 部 次 数 二 ne se 
=—eQNP), f= | PY : P=00,6,7,11,13,17, 19,23,29, 
31. 
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第 五 章 ”局 部 域 及 应 用 


设 下 为 数 域 ,或 者 是 常数 域 为 有 限 域 的 代数 函数 域 ( 即 
F(X}) 的 有 限 扩张 ), 常 称 下 为 整体 域 . 设 Mk 为 天 的 素 除 子 
集 , 对 其 中 每 个 素 除 子 己 取 定 一 个 标准 赋值 v, 作 完备 化 天 , ,天 。 
称 为 局 部 域 . 为 了 研究 天 及 尺 上 的 代数 对 象 ,常常 要 先 对 每 个 
研究 尺 ,及 下 ,上 的 对 象 ， 

因此 本 章 中 常设 域 下 对 离散 素 除 子 是 完备 的 ,v 是 户 中 
标准 指数 荆 慎 ( 即 ztF*) 二 2), 相 应 的 绝对 值 (赋值 ) 记 为 9 一 
| .= 上 | 到 定 下 的 素 元 x, vn) 二 1. 阐 定 下 的 一 个 代数 闭 
包 台 ,并 设 下 的 任意 代数 扩张 ECA, 记 了 ，v， 到 EE 的 唯 -~… 延 
拓 为 ,vwv，y， 记 的 标准 模 数 赋 值 为 ve, 喜 wla) 二 evata), 
记 Oz; 色 z== 吕 ,Uz 为 互 的 赋值 环 , 素 理想 和 单位 群 , 记 口 =Or， 
=0;,U=Ur.i 记 ee QIP)—e(E/F)=e(B| |)= (wv(E’) 
oaF DF= HQ P= AE WO) CE: Fl,E= 
Or/ 加 ,FF=O/8 ,我 们 已 物 ef=CE!: Fi 一 n. 对 aEOss 记 x€EE 
为 a 所 在 的 模 品 剩余 类 . 


8 5.1 局 部 域 上 多 项 式 


关于 完备 域 上 的 和 多项式, 我 们 已 知 有 著名 的 Hensel 引 理 
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C4.7), 本 节 继 续 讨 论 . 


引 理 1 设 正 整 数 mr 半 Otmod 入 ),xE 甸 ; 则 (1 十 xz) 个 所 
U. 

证 ”考虑 人 1 十 zj 展开 的 二 项 式 级 数 , 系 数 的 分 母 均 不 属 
于 名 ,故此 级 数 收 化 . 加 


定理 1<Newton 求 根 法 } 设 XY}YEO[XIJ, ea 满足 - 
[fan /Ff (a |=r<1, 7 下 0， 
则 可 在 a 附近 求 得 了 (XX) 一 根 a€EO. 详 言 之 , 令 
dra f(a) f {a}, {i=01+*) 
则 {a;} 收 化 于 了 (XX)-- 根 xEO, 且 
[aa | a) fF tan) (Er<l. 


证 ” 先 妇 纳 证 明 以 下 三 结论 ， 

0 all, 

(ii lan—al= If a) /ff Ca) RFF (a Sr , 

《iiy Jes—aol|f ao) eol [Sr 
也 将 得 出 

[Ff a) |——|F to}. 

首先 注意 a 人 EO Fa EOPta ED Pa 委 1， 
Fe | 和 ra/ tao) [Sr<1 故 ?0 时 上 述 结 论 成 立 . 
设 对 i 结论 成 立 ,于 是 由 Taylor 展开 及 a; 和 ay/P ta) 均 属 
于 已 可 知 

[flanr}|l= | f(a— fad /tf lan) | 


Ja) 二 | 了 (2 
| .Fa CD 有 十 (0 中 元 )| 友人 


多 
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a) a) | 
(ar 一 站 (一 Fa Pen 

一 所 (ao) 十 (中 元 )CFCaDAP Ge) )， 
出 Gi) 知 | 关 (esDAPcaD|=1 于 是 
fer) Fladtf (a) :| fa;) 
faryl fal | FC) 
即 得 tt. 上 式 也 说 明 | as/ Gan 六 | 太 |fF(la) /7 (a 六 |, 玲 
esrDAFesDl 和 ayAPcay | 这 就 得 出 (证 ). 值得 注意 
的 是 ,每 个 a 均 可 作为 牛顿 法 的 出 发 点 ( 即 wo)》, 现 由 Gi), {a;} 是 
Cauchy 序列 . 再 由 人 知 w 趋 于 *GO. 由 17KeD) | 委 于 知 | Fa 
殉 于 | 了 ie). 由 GD 知 1la 一 ool 入 1f(and /FCao)|. 口 


tl 


2 
Er ， 


Newton 折线 法 是 男 一 有 趣 的 方法 ,可 用 以 得 到 关于 多 项 

式 的 因子 及 根 的 大 小 的 信息 . 设 
RY ao 二 a 十 二 a XE FLX)], ao EO. 
在 实 平面 R 中 取 点 集 
Sr= iota) a .0sn}, 

并 没 Sr 的 下 上 边界 为 折线 Ny, 称 为 牛顿 折线 . (也 就 是 说 ,Jr 
是 由 Sr 中 一 些 点 过 成 的 下 凸 折线 ,使 得 98y 的 其 余 点 位 于 Ny 之 
上 上 ). 
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例如 对 (XD) 二 一 8 一 2X 一 4X? 十 人 一 4X’ EQ,LX]， 
5/={(0,3), (1,1), 2.2),03,0), (5,2)} 
页 N= (0,3) C111) (3.0) 《512)). 


定理 3 设 ((r,o(a)j,fsvofa)) 是 FE) 的 牛顿 折线 Nj 
的 一 边 ( 池 相 令 点) ,7 过 s; 记 此 边 斜 谤 为 一 m= (va) 一 va))/ 
G5 一 .网 六 了 ) 恰 有 s 一 7 个 根 恒 ,… 4a,-, 所 各 的 指数 赋 慎 为 mm: 
va =m, 
且 fC(X)= (一 0 一 @_,) EF[LXJ 是 A(KX) 在 上 的 一 
个 因子 . 


证 不 妨 设 a=1 设 和 s,m 上 0 为 (XX) 的 根 ,并 设 
va) = = = Vg) vm 
< 于 是 易 知 

vas) =v{1)=0, 
va 1) =va a) min{v a)) = 


Ta 2 一 让 Gaz 十 十 co lt:tninfogesa 站 一 2 


vas ) =min{vle “a ) } 一 51721 ， 
1 


Va 1) sm me 


攻 5S; 有 有 边 一 些 点 为 (32;0); (xn 一 1 504) ,x 一 2,2m) ,在 一 条 
直线 上 , 故 显然 Newton 折线 Nj 的 顶点 为 (从 右 向 左 》: 
Cn Oy CRs Sm CR sans 十 (5 8- mad 
而 折线 边 的 斜率 依次 (从 有 向 左 } 为 : 
只 需 再 证 厂 (X) EFCKJ. 对 做 扫 纳 法 . 设 对 之 a 的 情形 
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成 立 . 设 四 的 被 小 多 项 式 为 PCXD) ERCXE] 则 PC) 的 根 的 赋 
慎 都 相等 (从 而 为 vlan 一 zm};y 故 PC (XY). 因 


fn fxy 
| 避 | fof = BE ER CK) 


的 次 数 <w, 由 归纳 法 假设 知 左边 的 两 个 因子 均 属 于 FLXI ,地 
知 产 (Z3EECE]. 同 理 可 得 请 4 ERCXD]， 口 


例 1 A(X}= 一 8 一 2X 一 XX 十 交 : 龙 Qu[XJD. 易 知 f 了 (XE) 无 有 
理 根 ,Sy 一 (50,3), 11, 1) (2.0) 30) .在 旺 中 男 出 3r 则 显 
然 Newton 折线 为 Nj 二 Sy. 三 个 边 的 笑 率 分 别 为 一 2, 一 1,0, 故 
A(X) 有 三 根 yy 说 EO; 满足 mte 一 2，pfee) 一 1，ufo) 一 
0. 

再 用 牛顿 求 根 法 , 试 取 a6=0; 则 vwvCf(0))=3，2wv CF (0)) 
二 2, 满 足 定理 1, 故 ss 可 被 加 工 为 /( 芭 }) 的 一 个 根 a 且 vta) 一 
va—ao) 这 vA C0)) = 二 2, 即 和 顷 a 二 wm. 顺 次 可 算得 4a, 二 0， 
一 一 4az 一 一 68727 ,等 等 .注意 在 计算 过 程 中 可 以 到 新 的 起 
点 os 以 使 计算 简单 ,由 于 a 总 名 ,我 们 不 能 指望 在 名 中 得 到 确 
值 ， 可 以 得 出 在 1 a 403 的 近似 值 20,22,87 等 . 


系 1 设 &=a 十 mp 二 ao 产 下 为 必 ; 的 单位 (a;E2), 则 坟 
是 全, 中 平方 元 当 且 仅 当 
必 是 二 次 剩余 (modp)， 当 p22， 
4=1+asB 十 当 p 一 2. 


证 明 设 p 冯 2. 若 wn 二 eeEU?, 则 ao 二 x# 二 是 二 次 剩余 , 反 
之 ,车 ao 是 二 次 剩余 , 设 X: 一 & 二 ( 玉 一 了 (XX 十 B). 出 Hensel 引 
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理 知 XI 一 w 一 (XX 一 OD) (Xa); wa EO . 

再 设 p=2. EE 0, 是 单位 意味 着 E 一 1 十 at2 十 ……, 故 二 1 
(mod8) ,反之 若 x 三 1(mod8), 考 虚 (XX) 一 :一 此; 则 CC) 
3>?2 一 20C 六 (1)). 故 由 Newton 求 根 法 知 1 可 被 加 工 为 了 
(ZX) 在 Q， 中 一 根 , 故 wuE€E02. 口 


引 理 2CKrasner 引 理 ). 设 a;,8E QCF 的 代数 闭 包 ) 且 = 在 
下 上 可 分 , 设 
|B—al< |se—al {Y gz1) 
对 所 有 F(a)/F 的 同和 愧 sl 闫 成 立 , 则 aE FC(8). 


证 明 只 须 证 对 Fo) 的 任 一 同 构 zy 有 T= 由 
5B 二 及 完备 域 赋值 开拓 的 唯一 性 可 知 
|B—re|l=|rp—rel= ,Pp~al< lee—al, 
故 
lra—al=itra— PT Bo | ral < oe-al 
对 所 有 F(a) 的 同 购 a 关 1 成 立 , 这 意味 着 + 在 FC(o) 的 限制 为 1， 
故 Ta 一 a aE FCP). 口 


Krasner 引 理 说 明 , 当 a, 上 8 千 得 充分 近 时 ,它们 就 代数 相 
关 . 我 们 可 以 用 此 研究 多 项 式 的 根 . 设 /() ,g(X)E FLXJ 次 数 
均 为 n, 均 首 1. 设 Af(X}) 有 (ri 重 ) 根 E00iEd). MIFACX)| 
表示 了/(X) 系 数 绝对 信和 的 极 太 慎 , 易 知 若 1FCX》| 有 界 则 A(X) 的 
根 的 绝对 值 也 有 和 界 . 现 车 g(XI) 充 分 第 近 ACX), 即 if 一 g | 很 小 ， 
对 gg 的 根 B1 则 - 

178) 一 ECB)1 一 18) | 
也 很 小 , 故 8 靠近 上 的 某 根 w. 当 有 很 华 近 时 ,有 与 m( 天 四 的 
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距离 近乎 je 一 w|, 吏 有 下 界 : 此 时 称 月 属于 当 g 充分 靠近 了 
时 ,对 了 的 > 重 根 a, 必 有 8 的 > 个 根 户 :及 属于 x 否则 就 有 
一 系列 的 多 项 式 (g:) 带 近 六 每 个 有 st 闫 让 个 根 让，…， 
请 中 属于 a. 于 是 知 limgs 一 六 “为 > 重 根 , 矛 盾 , 


定理 3 阁 了 (CX) 不 可 约 , 可 分 ,g ( 久 ) 充分 同 近 了 ( 久 ), 则 
gCX) 也 不 可 约 . 对 /和 ?的 任 一 根 *, 必 存在 g(Z7) 的 根 吕 属于 
中 且 Fia) 二 FCB). (这 里 仍 设 了,g 均 为 n 次 首 1 多 项 式 ). 


证 因 .A(X) 的 根 均 为 单 根 ,f 与 g 充分 靠近 , 故 g 的 根 也 
均 为 单 根 ; 分 别 党 近 了 ( 芝 ) 的 根 . 由 Krasner 引 理 可 知 BEFCa)， 
aEEFCR). 即 得 Ca) 二 F093), 出 此 有 即 知 gC) 不 可 约 ， 器 


系 2 对 p-adic 数 完备 域 Q, 的 任 一 x 次 扩张 半 , 必 存在 @ 
的 = 次 扩张 六 使 得 天 在 对 中 畔 密 , 且 天 和 = 到 为 天 的 完备 
化 . 


证 设 加 =Q6ta),f 了 (CX) 为 a 在 ,上 的 极 小 多 项 式 , 取 
ELE) EQCXI 充 分 第 近 AX); 设 g( 汪 ) 的 根 让 属于 oe, 令 KK 一 如 
(9 由 人 (8 一 人 (的 一 时 即 知 天 O ,一周 . 口 


因此 在 研究 完备 起 @; 的 扩 域 时 ,可 以 设 这 些 扩 域 是 整体 域 
的 完备 化 , 兴 而 易于 讨论 . 


习 题 
1. 在 @ 中 求 v 一 2 
2. 用 Newton 折线 法 证 明 Eisenstein 多 项 式 不 可 约 . 
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$ 5.2 非 分 岐 扩张 


设 五 /下 为 呈 次 扩张 如 本 章 开 始 所 设 , 若 e 一 1, 即 f==n, 亦 
即 
[E: FI]=[LE:F], 
并 且 玉 /F 是 可 分 的 , 则 称 E/EF (或 名 g 对 区 ) 为 非 分 歧 的 Cun- 
ramitied ). 这 是 一 燃 特 别 重 要 前 扩张 ,对 (XX}= a 十 a 
证 十 do， 


引 理 1 设 r 是 上 的 代数 元 , 则 存在 下 上 的 代数 元 a 使 
得 a=r 且 满 足 如 下 条 件 ( 记 EE= F(a))， 

0) Fla)=F (a); 

OG) LE: FJ=/CE/F), el(E/F)=1; 

(iii) 车 f(X) 是 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 , 则 A(X) 是 x 在 玉 
上 的 极 小 多 项 式 ， 


证 明 设 [FCr) : FF] 一 xn， 则 7 在 上 的 极 小 多 项 式 G(X) 

人 E 扩 CXI] 和 次数 为 ny 并 可 设 GOX) 一 FOX ,A(X)EF[X] 为 nn 次， 
设 

FRY=AR— a AK—) aEOn 
则 

FARY=R Ra) 
不 妨 设 7 二 wm; 并 记 如 = 二;y 记 天 == 玉 (0) 出 
n={F (@): Pee): F=f/(E/F) 

Se (E/FYFCE/FYI = CE : FYsen. 

从 而 均 为 等 号 , 且 [E : =n 也 说 明 A(X) 不 可 约 ， 口 
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定理 1 E/F 非 分 歧 千 E 一 F(a) ,其 中 a 是 首 一 多 项 式 
ACXYEO LXI 的 根 , 且 a 是 了 (CX) 的 单 根 ,而 且 在 这 种 情形 下 ， 

《iD) FE=F (a); 

Ki {wa 由 是 E/E 的 整 基 ( 即 Os 的 0-- 基 ). 


证 (=>): 因 为 E/F 蚌 可 分 的 , 邦 为 单 扩张 , 即 存 在 rEE 
使 五 一 刺 (r)， 应 用 引 理 1, 知 存在 a 二 ww 使 r= 二 a,F(a) 在 下 
上 是 非 分 歧 移 月 CFta) : 本 一 [ 瑟 : 下 一 内需 再 证 明 wx 五 ， 
注意 存在 AE Oz 使 =r 一 a, 这 意味 着 |8 一 a|<<1. 因 “ 在 下 上 
可 分 ,被 引 理 1 中 避 生 一 @ 六 0 GNI 时 ). 由 于 a 一 @j EOn， 
变 |& 一 |==1, 即 知 | 一 a 之 la 一 ei 天 1). 由 土 节 Krasner 
引 理 可 知 aE F(RCE, 

注意 {12 人 是 吾 的 无 一 基 ,e 一 1. 帮 由 前 章 8 7 定理 
3 {让 知人 ,a.……' ,er ! 是 玉 /FF 的 整 基 . 

(< 二) ;由 条 件 知 ,车 g (了 X) 是 a 的 首 一 多 项 式 则 # 是 gC(X) 
的 单 根 . 故 从 开始 中 可 披 设 F(X) 是 a 的 极 小 多 项 小 ， 由 前 章 
8 7. Hensed 引 理 的 系 知 , 了 (XX) 只 能 是 不 可 约 多 项 式 的 星 , 但 a 
是 了 ( 叉 ) 的 单 根 , 故 了 (XY) 不 可 约 . 故 deg f(X) 一 deg 了 (X) ,n= 
[CF :站 二 [FC :让 太 [ 丰 :一 fn, 故 知 ==n,E/F 非 
分 歧 . 

由 证 明 过 程 易 知 , 非 分 歧 护 张 E/F 一 定 是 可 分 的 . 这 是 由 
于 @ 关 qj ( 当 i 了 ij 时 ). 口 


系 1 非 分 歧 性 满足 如 下 性 质 ( 设 E/F 是 有 限 扩 张 》; 
(i) (传递 性 ) 车 EDK 二 FF, 则 EE/F 非 分 歧 当 且 仅 当 王 /天 和 
Ki/F 均 非 分 歧 ; 
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Qi》《 提 升 性 ) 若 FE/F 非 分 歧 , 久 /FF 是 任 一 有 限 扩张 ; 则 
EK/K 非 分 歧 ; 
Gi) (复合 性 ) 若 EF ,Es/F 均 非 分 层 , 则 EE,/F 非 分 歧 . 


pa 
~ ~ 


证 G》 由 剩余 类 域 次 数 和 域 扩 张 次 数 的 链 性 ， 
(ji》 由 定理 1, 车 EE=F(@) 则 EK=F(a); 
《ii》 由 避 D 和 《ji)， 


系 2 设 EEIF，E/F 均 为 有 限 扩张 ,EfF 非 分 歧 ; 则 EC 
EF, CE. 


证 这 和 包含 在 定理 1 前 证 朋 中 ,由 于 包 =F(a),a€C 
玉 , 设 8E Dx 使 a=B, 则 由 定理 1 证 明知 a€E F(A)CE. 


系 3 每 个 有 限 扩 张 E/F 均 有 一 个 最 大 非 分 歧 子 扩张 
fF, 且 FF: 包含 户 的 所 有 非 分 歧 的 子 域 .CF 称 为 吾 的 惯性 子 
域 ). 


证 考虑 玖 / 素 , 设 其 最 大 可 和 分子 扩张 为 吾 / 瑟 , 则 为 单 扩 

张 ,出 定理 1 知 瓦 一 严 (o) 一 页 (0 ;EE 一 Fle) 在 下 上 非 分 歧 . 故 

ECE( 系 2). 如 果 志 /F 是 的 非 分 歧 子 域 , 则 束 握 五， 由 

E' /FF 可 分 知 E'CCEi, 再 由 色 2 即 知 E'CE. 口 
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定理 2 已 的 非 分 野 扩 张 集 { 瑟 / 术 到 素 的 可 分 扩张 集 
(EE/F} 有 格 同 构 x E>E. 


证 ( 格 同 构 意 昧 着 保 畦 交 及 复合 ). 系 1 说 明 非 分 歧 扩 张 
集 确实 形成 一 个 格 ( 闪 序 集 且 任 二 非 分 歧 扩 张 的 交 及 复合 仍 是 
非 分 战 的 ) ,显然 k 是 满 射 (定理 1,E= 二 Flta) 二 (9)), 系 ? 说 明 
疡 是 单 射 , 系 2 也 说 明 pg 下 其 道 均 是 保 序 的 ,从 而 yy 保持 交 及 复 
合 :BiEs 二 EE,EfE: = EE:. U 


以 下 定理 对 尺 为 数 域 的 完备 化 ,或 下 为 有 限 域 上 有 理 通 数 
域 的 完备 化 适用 . 


定理 3 设 五 为 元 有 限 域 9 一 户 , 户 为 素数 , 刚 

《iD 王 的 有 限 非 分 歧 扩 张 集 与 到 的 有 限 扩张 集 之 间 格 同 档 ， 
且 瑟 的 有 限 非 分 歧 扩 张 E/E 均 为 循环 扩张 ; 

(i 对 任 一 固定 的 正 整 数 了 ,次 非 分 歧 扩 张 E/F 存在 且 
唯一 , 即 五 = 有 ( 纺 才 是 任意 人 一 1 次 本 原单 位 根 . 

(ii》 设 5EQ 是 zm 次 本 原单 位 根 , (xm,p) 一 1; 则 = 了 (6) 
是 下 的 非 分 歧 扩 张 . 而 且 /二 /CE/F) 是 满足 

gq’=] 《mod m) 

的 最 小 正 整 数 , 且 民 ,6,… ,5 ') 是 E/F 的 整 共 ， 


证 因 玉 是 完全 域 , 故 (i) 由 定理 2 即 得 .Gal (五 / 产 ) 为 循 
环 群 ,生成 元 为 o: 0 一 rw (¥ x€EE)., 于 是 由 定理 1 的 证 明 
短 EV/F 为 Galois 扩张 ,由 Galois 扩张 素 分 解 的 理论 知 
Gal (E/ 门 宇 Gad (让 /五 ) , 故 为 循环 群 . . 
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(i) 严 的 次 扩张 唯一 , 故 由 (i) 知 下 唯一 . 由 定理 1 知 吾 
非 分 歧 . 

(ii》 因 下 的 特征 为 0 或 p; 故 有 mr 次 本 原单 位 根 8ED, 满 
是 了 一 X" 一 1, 故 f 了 与 六 一 mX”! 王 索 ,f 只 有 单 根 ,由 定理 1 
知 Ft 拉 是 下 的 非 分 歧 扩 张 . 注意 由 两 方程 


71x00=x"-1= 订 (KX—b), 


700=x"—1= (X—F) 
及 引 理 1 知 1,8,…; 拓 1' 恰 为 且 中 个 mm 次 单位 根 , 故 F 为 本 
原单 位 根 ， 注意 Galois 群 5 一 Gal ( 互 /而 ) 是 /~ [ 王 ， 如 ] 阶 循环 
群 , 生 成 元 为 
了 
故 是 使 of 二 1 的 最 小 正 整 数 ,而 of 二 1 相当 于 如 /=5, 即 
到 一 一 1. 
恰 相 当 于 q' 一 1 二 0 (mod mn) (因为 是 m 次 本 原单 位 根 ).。 口 


§ 5.3 完全 分 歧 扩 张 


对 nn 次 扩张 E/F ,车 e 一 nx，f 二 1, 则 称 玉 /F 为 完全 分 歧 扩 
张 ( 或 纯 分 暑 扩 张 )、 此 时 五 一 严 ， 首先 回忆 
FR)" TaN” 十， 十 easy 人 和 人 Dr CC*) 
称 为 Eisenstein 多 项 式 是 指 v(as)= 二 1， via) 守 1. (= 二 1,24 
一 1). 


在 下 上 的 极 小 包 项 式 A( 久 ) 为 Eisenstein 多 项 式 且 EE=Fir). 
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(ii 设 1(X)EFCXD 是 Eisenstein 多 项 式 ,rE 是 其 一 根 ， 
则 五 = 居 (zx 是 下 的 完全 分 歧 扩 张 ,= 是 忆 的 素 元 ,A(X) 不 可 
约 . 


证 设 z 的 极 小 多 项 式 为 站 区 ) 加 (C#) 式 ,a: 辣 F. 国生 是 在 
OF 上 的 整 元 素 , 故 dE FF. 自然 知 FS [LE 1 Fl=e, 由 


到 十 有 十 十 CD CR 
可 知 左 侗 中 至 少 有 两 项 取得 最 低 措 数 妓 值 ， 由 vla) 一 zs (a) 二 
evr《&) 若 左 侧 各 项 指数 眠 值 依次 为 


{ns evr 《ai 十 全 一 上， evr Car i)tl, eve Can)} 
因 模 e 剩余 依次 海 ,2 一 1,… 1,0， 月 e 演 # 汪 2, 邦 知 (x x ) 式 
左 侧 只 能 首尾 两 项 夺 最 小 值 ,中 

ev 《Gi) ni nev Co). 

特 别 知 e 筷 ny 说 明 #% 二 e= (EE: 下, 忆 二 F(z). 由 此 也 知道 
Vr (Can) 二] vr (ai 六 1 (i 二 1,2, on 一 1), 4) 得 证 . 

(i) 写 A(X? 如 (Cx ) 式 ,代入 x 得 (* * ) 式 ,注意 工 是 代数 整 
数 , 帮 wx) 一 ws 《x 之 0. 此 时 Cx * ) 式 左 侧 的 值 依 次 为 

{nv Cr), evrtar)i tn— lor) 1 evrlar 1) Toulr}, e}. 

除 第 一 项 外 ,其 余 各 项 中 上 最 小 , 因 不 能 只 有 一 个 最 小 项 , 故 知 
nutr) 0 有 nvtn) =eE: 人 nn; 加 得 vin) 二 1， ee 二 #1， 
FE) 不 可 约 ， Li 


在 定理 1 的 铺 形 可 知 和 ,xy…r rr 中 是 /1F 的 整 基 ( 参 见 
上 章 $7 了 定理 3CiD), 


定理 2 设 E/F 为 rn 次 扩张 是/F 可 分 , 则 存在 中 间 域 下 
CRCE 使 记 /F 为 非 分 时 扩张 ,下 /局 为 完全 分 崇 扩 张 ; 且 有 
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单位 BEUsE 使 习 ,2,…, 闻 -为 E13 的 整 基 ， 


证 设 E 为 E/F 的 最 大 非 分 歧 扩 张 ,因为 E/F 可 分 , 故 
而 五 ,二 琴 , 这 说 明 E/E 是 完全 分 歧 的 ,和 由 上 节 知 道 ,存在 aE 
Le 使 五 ,一 严 (a)， 百 一 玖 一 六 (oO 为 & 的 极 小 多 项 式 ， 
了 (TX) 为 < 的 极 小 多 项 式 ,a 是 了 (X) 的 单 根 ( 这 相当 于 说 
ve)=0), 且 {yay ya 是 EVF 的 整 基 , 现 取 二 的 
案 元 Tt, 令 

B=atr, 
显然 v4 有 ) 二 0,8E Us. 由 于 B=# 及 1 (EF) 二 AE/FR) 二 f 故 
1, 厅 ,…, 末 -是 瑟 / 太 的 基 . 由 f(a) 一 0,vCf (ta) 一 0; 肪 Taylor 
展开 
f= ft) = +af (te (Or 中 元 )， 

车 wtffB)) 二 vtx) = 二 1， 此 由 上 一 章 837 定 旬 3 的 证 明知 
{FAB} 是 ENF 的 整 基 (0sSi 寺 /一 1,0 所 js&e 一 1), 故 


Or= 人 Drp f (BY CORICOs + OsB t+" Os CEO: 
即 知 {1,8,… 8! 是 EF 的 整 基 


§ 5.4 顺 分 歧 扩 张 


本 节 设 下 的 特征 为 p. 考虑 有 限 扩张 E/E, 如果 pte 一 
elE/F) 和 HE/F 可 分 , 则 称 E/F 为 上 分 昧 (或 弱 分 时 ?的 (tamely 
ramified). 车 ple 则 称 E/F 为 野 分 歧 ( 或 强 分 上 帆 ) 的 Cwildly 
ramified). 当 p= 二 0 时 ,也 称 是 顺 分 睹 的 - 

我 们 已 经 看 到 ,任意 有 限 扩 张 E/F 由 非 分 歧 扩 张 下 /PR 和 
全 分 战 扩张 E/E 构成 ( 设 五 /五 可 分 ) ,每 个 都 是 单 扩张 - 现在 ， 
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全 分 歧 部 分 E/E 将 再 分 为 顺 分 歧 坟 张 /及 和 野 分 时 扩张 
E/YV, 


定理 1 E/F 为 。 次 完全 硕 分 歧 扩 张 当 且 仅 当 E= 
FYFE) ,其 中 是 下 的 素 元 日 正 驶 数 。 与 p 互 素 ， 


证 <: 由 Y 交 一 r 知 cos(CYT) 一 og (rw) me (E/E), 
帮 
exe (E/T)ELE : Fe. 
如 并 phe=e (E/FY= CE: FY). 
= 二: 设 xzs 和 rr 是 EE 和 FF 的 素 元 , 则 xi 一 fj 其 中 HEUE, 
由 百 =F 知 有 wEUr 使 # 一 &. 于 是 ze 一 rst 十 zr (一 4): 我 们 
要 证 明 xrt 可 作为 定理 中 的 x, 需 如 下 下 理 . 


引 理 1 若 aEF' 且 人 m:p 一 1, 则 fCX) 一 X”" 一 a 在 介 中 
的 根 & ，… au 下 异 , 邢 
vm— a) =v ta) (lj ). 

迁 而 设 有 wEE (EE 为 F 某 有 限 扩张 ) 满 足 we (oD) 之 vs (a), 且 
BCX)—KR" a 有 一 根 PEE, 则 lm 中 有 某 a 使 

F(a TFTE, 
且 

ve (a) —vE (8). 


由 引 理 1 可 完成 定理 1 的 证 明 :; 令 T= Tru TF HOH) 
—am=e. Wg (X=X ae 有 要 B=xseEE， 故 存 在 六 一 x 
一 根 wm 二 YA 使 =F(YA)CE 有 H evet YE) 一 ap (A) = 
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Ee (EBE'/F), 故 eelE'/F), 从 而 e 挝 ee (EV/F)E CE :FO 
[EE :下 二 e, 故 均 为 等 导 , 即 知 F( Yr )=EE. 


引 理 1 之 证 由 =a 知 rvla)==vla) ,天 (Ga) 二 vl) 
(7?) 故 知 vla 一 oj) 之 vla). 出 
f la) =ma" =a) 0) 
{m— vlad =v tae) vn) 
(m1 vo), 
敬 等 号 成 立 ; 妈 viaj) 一 vta} 有 vta 一 @) 二 vq) CSFm), 同 
理 可 知 wv (a 一 wj) 二 vla) 二 wv(a.). 再 注意 由 gg (8) 一 0 知 


d=/f"—a= ll {PO—&), 
故 


之 vB—a) =u vu) =m ve). 
故 至 少 有 一 个 i 使 得 
vp—a) vu(a) =vu(0). 
记 此 &@ 二 ww, 由 Krasner 引 理 知 F(laD) CFCOF)CCE, 且 v(8} 一 
vB—ata) =v(r) =vu(0,). 口 


命题 1 (i) 设 E/F 为 硕 分 歧 扩 张 ,K/F 为 有 限 扩张 , 则 
EK /天 为 顺 分 睹 扩张 . 

Qi) 阁 E/F 和 天 /1F 均 为 项 分 歧 扩 张 , 则 EKWF 为 顺 分 歧 
扩张 ， 


证 设 严 为 下 /P 的 惯性 域 ,; 则 EK/KK 是 非 分 歧 的 ,由 定 

理 1 可 设 五 = 玉 (Y )yx' 是 忆 的 素 元 . 破 KE=KE'( YW )， 

故居 E/KE 顺 分 歧 , 故 KE/K 顺 分 歧 ， 其 余 显 然 . 口 
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定理 2 任 一 有 限 扩 域 EJF 含有 了 唯一 的 最 太 顺 分 歧 子 扩 
域 V/F.V 包含 所 有 顺 分 歧 子 扩 域 ( 称 为 E/F 的 分 枝 域 }. 若 e 
=e (E/F)=e,p’ (esp)=1; 则 
[VFI=e, CE: VI=p. 


证 ”由 命题 1 知 Y 的 存在 性 , 设 E/F 可 分 , 则 E/E' 为 e 次 
全 分 歧 扩 张 . 在 定理 1 证 明 的 第 二 部 分 , 撞 e 为 e,, 换 Xs 为 再， 
为 户 , 则 可 得 镜 we Co) 二 ve(B) ,ECa CE(A)CE,ec 
e(E: (Ca)/EDYELE (Co) ERSe i 璧 WW=E (Ca) =p (Yn) 为 
到 指 上 次 顺 分 虐 扩 张 ， 当 三/ 下 不 可 分 时 可 类 似 证 明 , 但 应 注 
意 [五 : 四 一 p"[E :下 J];, 其 中 [J 指 不 可 分 深 数 . 口 


习 是 

1 考虑 Q, 设 $ 为 4 二 次 本 原单 位 根 , 试 证 明 Q。 (8)/0， 
为 完全 分 歧 扩 张 ,1 一 8 为 素 元 , 何 时 此 扩张 是 时 分 二 的 ,V 是 什 
么 ? 


§ 5.5 整体 域 与 局 部 域 


第 三 章 中 的 分 解 群 和 惯性 群 及 其 性 质 ,对 整体 域 和 局 部 城 
的 Galois 扩张 都 是 成 立 的 {局 部 域 时 的 分 解 群 等 于 上 整 个 Gaieis 
群 ) 现在 讨论 二 老 的 联系 . 
庄 LIK 为 整体 域 的 次 Galois 扩张 ,G 一 Gal (LKY. 设 
是 尺 的 入 一 adic 赋 秆 ,ww 是 wv 到 工 的 一 个 延 扫 中 -一 adic 赋值 ， 
EK, 和 I, 是 相应 的 完备 化 . 设 关 是 Dedekind 环 A 一 Os 的 分 式 
149 


域 ,3=@ 是 A4 在 工 的 整 闭 包 . 我 们 以 人 名, 和 站。 记 ,和 志 。 
的 素 理 想 ， 常设 所 有 的 扩张 都 是 可 分 的 ， 注意 我 们 有 
Lau= Kb 
故 Lew/ 民 ,也 是 Galois 扩张 ,是 吕 | 的 分 解 群 DC8| 外 )=Gs 与 
Co 一 Gal (Lw/KR,.) 有 自然 同 构 (34.8 系 jy 一 wm +: 妥 
yp: GCG, o Po. 
而 且 此 同 移 也 使 器 和 改 , 的 惯性 群 相互 同 构 ， 
p; T BI ET WV, | Y.) 

事实 上 , 若 ocET,= 了 了 (器 ,), 则 sa 二 a (mod3,) 对 任意 aE 
O。( 即 w 的 赋值 环 } 成 立 ， 世 可 写 为 to 一 1) Os% 伺 怠 ,， 从 而 
(5 一 1)OrC 记 加 (因为 加 = 各, 门 0.), 即 知 a (到 工 的 限制 ) 属 于 
TT 一 (中 | 外 ), 反之 ,注意 〇 是 Or 在 到 的 闭 包 ,外 .是 个 在 
I 的 闭 包 ( 见 $ 4.6). 也 就 是 说 心 在 O, 中 稠密 ,站 在 外 。 中 稠 
密 , 对 于 aE€TaCGs6o 接连 续 性 定义 为 Du 中 的 (《 巡 续 ) 映 射 4. 
国 名 是 闭 集 C§$ 4.6), 故 由 (6 一 1)OiCV 有 妈 知 (6 一 0 二 凡 ,， 
即 sET,. 

以 后 我 们 不 再 区 分 = 和 5, 即 视 二 者 等 同 ,于 是 

(7 一人。 了 和 一 了 

由 整体 域 L/KK 向 局 部 域 Iw/KK, 过 站 时 ,中 间 域 也 都 表现 

很 好 . 设 E 是 工 /LL 的 中 间 域 (当然 车 FCL* 则 天 的 完备 屁 等 


工 


于 Ky 地 4.8); 设 驯 : 一 和 门 E; 则 忆 对 器 :一 adie 赋值 的 完备 
化 =EK, 是 上,/K, 的 中 间 域 ,分 解 群 D (8( 和 We)=G CL/EY. 
现 由 自然 间 构 Ce 兰 G, 限 制 到 D (3| 多 y==G CL/E), 则 
GLAE)=DOB|B) 宇 {rEG, 1o 不 变 巨 中 元 } = {zEGuls 不 恋 
二 中 元 } 一 GCwfE). 所 以 ,L/K 所 对 应 同 构 Rw 到 万 的 限制 ， 
与 Li/E 对 应 的 同 构 gms 二 者 是 一 至 的 ' 

现 取 EE= 工 , 记 E 的 素 理 想 为 懂 ;( 即 Bs 的 闭 包 ), 则 惯性 群 
了 (和 |) 二 6 = ( 叶 | 加 e). 与 上 述 同 样 可 知 
GDL = 本 (8, | 辕 p}=G (CL,/E)， 这 说 明 惯 性 域 了 = 上 的 
完 各 化 E 即 为 5 的 惯性 域 L， 
由 于 瑟 = 友 填 GOLAROSG OLNK)=G (L/D), 
起 上 = 上 门 K,==L 门 (IL 表示 1 的 完备 化 ). 同样 可 知 刀 = 世 
捷 瑟 对 任 一 中 间 域 五 成 立 . 

由 于 有 自然 同 构 g; 且 中 间 域 在 此 同 构 下 有 良好 表现 ,所 以 
本 章 英 于 局 部 域 的 许多 讨论 对 整体 域 也 有 平行 的 结论 . 反之 也 
一 样 .我 们 在 8$5.2 等 处 常用 的 G (ZL/K) 到 莘 余 类 域 群 G 
(让 ) 的 则 访 :o rr, 与 自然 同 构 8 很 和 谐 , 由 于 工 /天 与 
IL,/KR, 可 以 等 同 , 故 ecE 人 Ga 与 5EG (LK) 到 G(L/R)= 
GLLw/ 民 ,) 有 同一 个 良 5 二 6. 


习 是 
1 设 忆 为 局 部 域 了 次 扩张 LlK, 的 中 间 域 ,H = 
Ge EGu—G TfR) GG Co KYO H=G Cu/ BD).T, 
为 Lo/ 天, 的 惯性 群 , 则 
(Le 区 一 (Gu : HY= G/T, : HTv/T,) 
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一 (Ge 上 HT,), 
e (Let KR)=n/f (LK )=(HT,: H) 
={1, :1 HNNT,), 
特别 知 HT 的 固定 域 为 /KK, 的 惯性 域 ， 


85.6 美 分 


以 下 三 节 内 容 不 限于 完备 域 情形 ， 我们 利用 赋值 论 继续 深 
入 讨论 着 分 和 判别 式 、 

以 下 总 设 了 /并 是 于 次 可 分 扩张 ,天 是 Dedekincl 环 4 的 分 
式 域 , 是 如 在 了 中 的 整 打 包 , 并 设 铀 余 燃 域 工 /天 也 是 可 分 
的 . 记 T,=T,, x N=Nik. 因此 这 里 的 LiK 可 包括 完备 域 , 数 
域 和 代数 函数 域 等 的 可 分 扩张 情形 . 因 LYK 可 分 , 改 这 时 总 可 
取得 a€B 使 工 =KK Ce), 设 fCX) 二 XX 十 十 a 守 十 aq 二 (XX 一 
后 ) (及 一 a.) 是 a 在 基 上 的 级 小 多 项 式 , 记 a 一 ,a, 一 1. 记 

Br = Da) 
称 为 e (对 于 工 / 天 ) 的 着 分 (different), 我 们 已 知 有 
ND=(— 1 DDise (la a"). 
对 于 上 的 子 集 MM, 定 义 
M={laELIT aD CA}, 
称 为 诗 的 补 集 Ccomplementary set). 显然 苦 M,C; 则 好 
M2 ,车 叶 为 所 模 则 放 ' 也 是 B- 模 , 且 B' 必 BC( 因 为 对 ay8EB 
有 T (ep)E 4)， 


命题 1 设 {te} 与 {o ?是 二 /天 的 互 为 对 俑 的 基 ( 即 人, 
(ae 一 有 则 M 二 A 十 … 十 Aa 的 补 集 为 MM’ 一 4a 十 和 
十 ha, LOM)’ =M. 
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证 每 个 BEL 可 写 为 B=2B6ar (EK). 于 是 BE 林寺 
TABMDCAGTr Ba I TCA (EEDGbEA (SiCn). 口 


由 此 易 知 , 若 MM 为 工 的 分 式 理想 则 M" 也 是 分 式 理想 , 因 
为 分 起 理想 就 是 有 "公分 母 "的 让 模 ,是 两 个 形 如 Aa. 十 … 十 
4w 的 模 的 中 间 模 . 


定义 I 《BB") ! 称 为 B/A (或 /KK) 的 差分 Cdifferent), 记 
为 5784 或 名 ry 久 (LAK) ,他 ). (注意 多 是 工 的 整理 起 ). 


命题 2 设 如 奉节 开始 . {1) (Euler 引 理 {1 yoy 由 的 
《相对 于 了 ,的 ) 对 侦 基 为 {Bo/ (a) ,B17 了 (a)) ,其 中 p= 


2 av 是 /CX)/CX 一 oD) 的 j 次 系数 
(2) 车 MM=ACgj 一 A" 1 十 Ag 十 … 十 Aq "1, 则 
ALo]' —ALo)/f (a), 


， ,_ AC] 
A CBCH’ CAC) -FE 
(3) 设 了 为 下 的 分 式 理想 , 则 
1*=B’1., 


证 (1) 对 于 PEE, 记 其 KK 一 共犯 元 为 801),B 
二 于 是 


po + aX 


fo)= ll Ga) =B +B Pmt {Bt. 
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由 Lagrange 播 值 公式 知 , 当 0Osrsn 一 1 时 有 
FRY 
之 (Ra Fa XK: 
比较 2 的 系数 得 


即 T, (w，B/ 了 (ew)) 一 6,;, 即 得 对 偶 基 的 结果 .8B 可 由 下 式 读 
出 (a 二 1): 
BB XR ANICRa) 
:| 
-> 
一 由 十 aa ( 届 十 中 十 十 a (a 
《2) 由 忆 ) 和 命 琶 1 知 4 Ce] =AB/7 (Ga) 十 … 二 AB,_1/ 
产 (o) ,再 由 Bj 的 公式 即 知 . 
(3) 四 TB 中 = 了 T, (8' BYCA 知 B*B-'CI'*. 上 反方 
向 同样 显然 . 口 


车 B 一 Atej, 即 们 ,ey… ya 是 LIK 的 咎 基 ( 即 BB 的 A 一 
基 ), 则 命题 ?2 说 明了 "一 疡 (o 1B8=( 产 te)) , 即 
ZH= (fF (D) 
是 出 (C2)) 生 成 的 主 理想 . 
以 下 我 们 加 上 中 标 , 记 土 述 B* 为 Bijxr; 以 便于 处 理 多 个 域 
扩张 ， 


命题 3 (差分 的 链 性 ) 设 久 CLCM 是 两 个 有 限 可 分 扩 
张 ,5 和 C 是 4A 在 工 和 MM 中 的 整 闭 包 , 则 
(1) KE 一 CBE 
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本 


《2 Fk 一 SS 


证 (1 : 
Trukrf 在 。C) 
一 TogTrwr( 正 "CC) 
=TryrtBixrT ry Cm) ) 
CTryr(BixBICA. 
伺 ， 设 YECwx 则 
ADT ru YO) = Trirt BTrya tC)), 
( 因 BC=C 故 可 搬入 B); 故 知 TryGQYO)CCBiix, 从 而 
Bi Truet YOOB, 
注意 Biix' 属 于 工 ; 故 知 
Tr Bix! YC TB, 
即 知 Y BrixCCm.: 
EE YECRa BL 


(2) 由 (1) 取 道 即 得 . 口 


以 下 将 建立 整体 域 与 局 部 域 的 差分 的 关系 . 为 此 注意 , 若 
天 中 理想 了 分 解 为 1 二 着 从 , 则 整数 a1，…,a; 唯一 决定 理 
想 了 因此 引入 "形式 "理想 的 概念 ,也 就 是 说 ,不 辣 域 的 理想 可 
以 认为 是 相同 的 (形式 理想 意义 下 ). 详 言 之 , 设 闷 和 无 为 环 4 
各 A 的 理想 , 环 民 包含 4, 和 下 ss: 车 ITIR 一 JsR, 则 称 11=1;: 特 
别 , 设 外 是 Dedekind 环 4 的 素 理想 ,天 是 4 的 分 式 域 ,4 是 4 
的 分 式 环 ( 例 如 A' 一 Ae 是 生 对 久 的 局 部 化 ), 玉 。 是 天 对外- 
adic 赋值 wv 的 完备 化 , 4, 是 4 在 天 .的 闭 包 (也 是 天 . 的 赋值 
环 ). 则 ACA'CA,1 他 己 入 丰 必 多 4 二 从 。， 我 们 可 形式 地 记 
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为 

P= A= YD,. 
当然 对 于 工 及 其 理想 器 和 名 -adic 赋值 ww 有 同样 定义 . 以 下 将 
证 明 ,B8,B' 和 B, 的 差分 的 器 一 分 其 是 相等 的 . 而 后 者 易 求 , 因 
为 是 主 理 想 环 上 模 . 首先 并 然 有 


命题 4 设 3 是 4 的 一 个 乘法 闭 子 集 , 则 
Ey ps la = Ba: 
也 就 是 说 ,差分 的 分 式 环 等 于 分 式 环 的 差分 ,下 面 的 命题 适 
用 于 4 为 4 局 部 化 ?的 情形 . 


命题 5 设 4' 是 离散 赋值 环 ,v 是 其 赋值 ,名 为 其 素 理 炉 ， 
天 是 4 的 分 式 域 ,IL/K 为 有 限 扩 张 ,B 为 A' 在 上 的 整 闭 包 , 器 
为 闸 在 工 中 的 素 理 想 因 子 ,w 是 加 一 adic 赋值 ,六 和 为 对 
和 w 的 完备 化 ,4, 二 A', 和 B 基 A' 和 B 的 完备 化 - 则 作为 BB 
的 理想 有 

(Ba) = Bara Bs = Tiyan,: 

证 只 需 证 8 在 Bi 中 称 密 . 记 Tr 为 工 到 KK 的 迹 ,Tr。 
为 二 到 天 .的 迹 . 设 zE52, 即 zEz7e 使 TreotzBo)C4. 选 
和服 5EL, 使 在 w 接 近 工 ,在 其 它 giv 接近 于 0 设 yEB, 则 Tr。 
(59) 接近 0 (车 gow) ,Trolsy) 全 A 这 说 明 Trlsy)EA. 故 :EE 
BB". 

反之 , 设 zEB',yE€ B。. 取 sEL 在 ww 接近 zx, 在 其 余 gv 
接近 9, 于 是 


Tr (st) = Try tst) + >， Tre (st). 
rr 


左边 属于 4 ,右边 和 号 下 各 项 属于 A 故 Trolst)€ Ah, 因 s 
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分 别 近 于 zz 和 yy; 故 Tr (ry) 也 属于 4, 期 xEB:, 命题 得 证 ， 
站 


在 命题 4 中 取 5=B8 一 如 ,其 中 加 为 上 的 束 理 想 ,8' 一 S$ 
召 , 则 知 局 部 化 环 户 /4' 的 差分 名 pyn 等 于 整体 差分 安 pm 的 
由 -分 基 . 而 命题 5 说明 名 #4 一 名 pw 一 化 w; 即 完备 化 (局 部 ) 环 
如 /4, 的 闫 分 . 因此 我 们 有 (形式 理想 } 千 式 ， 


i 1 Ee (外 过 地 的 素 理 组)， 
即 整体 半分 乡 是 各 局 部 状 分 x 的 积 , Zia 可 解释 为 多 的 
J- 分量 ,或 局 部 化 环 的 凑 分 ,或 完备 化 环 的 着 分. 
习 是 
1. 设 亏 /天 如 本 市 初 ,了 为 工 的 分 式 理想 ,二 为 其 补 集 , 则 
《1) 8" 沪 B 是 是 工 的 理想 ， 
(2) Tr (DTCAGICH', 
{3) (B8") !' 是 8 的 整理 想 . 
(4) 了 是 B 的 整理 想 和 (7 ) CCB") 7 
5) 《太一 了 
《6)》 TrB* =A. 
(7) 吾 * 一 Tr- (4)， 


3 5.7 差分 与 分 歧 


设 LOK 为 x 次 可 分 扩张 如 上 节 开 始 , 且 设 从 为 的 索 理 

想 , 关 = A 外 是 完全 域 . 设 凡 是 从 在 工 中 的 素 理 想 因子 , 设 "一 

vos 包 王 ve 是 标准 指数 赋值 ( 即 vAK*)=2=wt2*)),， ee 一 
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e( 册 | 昌 )，, 罗 一 罗 x 为 卫 / 玉 的 差分 ， 


(2 站 对 也/ 攻 顺 分 野 铝 下 一 et 一 14 

(1) 加 对 子 /天 里 分 歧 e 伟 me 一 1 二 ve (e]i 

tiii) 多 一 gcd(f (oD),aEB 在 KK 上 生成 ,fCX) 为 a 的 a 
次 不 可 约 多 项 式 . 


证 由 上 节 知 WB* = 多。( 完 备 化 域 Lo 天。 的 差分 ) 由 
# 5. 3 定理 2 知 完备 域 扩 张 fy/ 开 。 有 整 基 {1,a…w}, 且 = 是 
工 。 的 单位 , 于 是 [的 整数 环 B. 二 AsLal. 设 a 在 .上 极 小 多 
项 式 为 ACX), 则 
VW" 0), m=w tf to). 
车 器 非 分 歧 , 则 由 §5.2 可 知 a 是 A(X) 的 单 根 , 故 f(a) 
ET 单位 群 ), 琢 严 一 0 一 一 1 肥 一 (Ci)， 
再 设 轴 完全 人 分歧,e 一 站 一 [ZL 由 85.3 知 < 可 取 为 
Lw 的 素 元 r, 其 极 小 多 项 式 为 Eisenstein 多 项 式 : 
fF(E)=E aN Ta, 
fla=f {r=ear tt{e— lar "a. (ao= 1 
故 对 r=0,1,"…se 一 1 有 
wie—r)an. )—ev(te—r) revta) 十 e 一 r 一 1 
=e 一 r 一 1fmod e), 
这 说 明 .P(m9 各 项 的 指数 赋值 不 同 , 故 
m=w fF xz 一 minftffe 一 ar) 
著名 为 完全 顺 分 读 , 即 ple, 记 为 天 的 特征 . 则 mte) 一 0， 
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上 述 概 小 值 为 e 一 15 当 * 一 9- 
若 巡 为 完全 晤 分歧 , 即 户 |e, 则 v(e) 空 1, 易 得 
emie) 十 2 一 1 
对 于 下 不 完全 分 歧 的 情形 , 设 士 为 惯性 域 ,KCTCI,'; 则 
2 = Hr rrr, 一 Sr 
即 知 上 述 结 果 仍 成 立 . 这 证 明了 4 和 (iD ， 
《iii) 为 此 要 证 明 , 对 工 的 任 一 素 理 想 旬 ,存在 工 的 生成 元 ” 
一 aw 使 得 
WB | CF C0) ,WM va (BE) =vnf (a)). 
当然 , 若 B 二 ALej 则 立 得 结论 . 所 以 我 们 应 用 于 近 定理 妇 结 到 
局 部 域 情形 . 
设 io} 是 工 到 QCK, 的 代数 闭 包 ) 的 天 一 嵌入 全 体 , 设 a 是 
其 中 之 一 ,诱导 出 工 的 赋值 vx 一 w. 着 4 是 上 在 外 上 的 生成 元 ， 
A(X) 是 其 在 人 上 的 极 小 多 项 式 , 则 


of (=f (or)= le oor). 


以 go~r 记 5 和 Tr 在 下 ， 上 共 罗 , 即 有 的。 自 同 构 4 使 c= 
(在 工 上 ). 由 $3 定理 2 知 存在 PE B 使 B. 一 4.[L81 ,注意 , 任 
一 与 上 充分 接近 的 元 素 记 E B。 也 在 4. 上 生成 8 

设 和 遍历 站 前 天,- 自 同 构 , 则 存在 <E 4, 使 

8—al=1 (YN， 

事实 上 , 财 6 的 剩余 类 在 4 9 。 上 共和 罗 , 若 这 些 共 斩 类 为 0; 则 
可 取 a= 二 1: 若 它们 和 非 9 则 取 ae 一 0 即 可 ， 

设 a ,oo 是 1o} 的 共 轿 等 价 类 代表 元 系 . 由 过 近 定理 知 ， 
存在 aE€ 工 使 


[ea—i|<e, [oa—al<etiA1), 
Cs 为 充分 小 正 数 ). 不 和 芒 设 w 在 4 上 整 且 工 一 六 (Co ( 否 刚 可 代 < 
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以 59 十 wr7 二 ew ,其 中 8E 4,5 二 1(mod 包 ) 且 B54 在 A 上 整 ;Y 是 
任 一 整 上 的 生成 元 ;s 充分 大 ). 
内 wa 充分 接近 有 砍 B= 二 .Leaj; 从 而 工 ,/ 民 , 的 差分 的 
指数 赋值 
Zm( Su -ze oo 一 oo 
只 需要 再 证 明 其 余 的 因子 对 见 - 分 量 无 贡献 . 说 = 与 在 天 。 


eo-oa)l= |ara— Aoa Tmoa— oa 
| A ja ] 


=|A loamata—oal 
注意 Ts 一 a 很 小 ,A oa 非常 接近 1B 由 [8 一 a| 二 1 知 
1 一 人 | 二 ,页 1oa 一 aoc 一 1 口 


§ 5.8 判别 式 


仍 设 工 / 久 外 85.6 开 始 ,84 分 别 为 其 中 整 环 . 

在 3 1.4 中 已 讨论 了 元 素 的 判别 式 , 在 81.5, 当 工 /天 有 相 
对 忒 基 ( 即 号 的 4 一 基 )am…ow 时 , 定 祥 (Disc(Cat， ,0.)) 为 
Li/K 的 判别 式 Disc CL/KK) 一 站 (LE). 现 将 此 定义 稍 作 扩充 ， 
若 凡 手工 为 有 A 一 浇 , 且 有 4 一 基 oawe 邑 

M= Ag "+ Aa,, 
则 Dise ta ,ww)? 生 成 的 理想 称 为 M4 的 判别 式 Disc (MD 二 
DMDY. 特别 当 4 为 主 理想 整 环 时 5 即 及 的 理想 类 数 为 1) ,M 总 
有 A 一 楚 , 总 可 以 这 样 定 义 判 别 式 . 此 定义 特别 对 工 的 理想 在 
适用 , 上 述 DCL/K) 不 过 就 是 DCB}( 以 下 常 竹 Dise 省 记 为 DD). 
但 在 一 般 情形 下 ,A4 一 模 森 一定 有 4 一 基 ( 即 不 一 定量 自由 
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模 )。 上 述 定 义 不 再 适用 ， 

一 般 地 , 工 的 分 式 理 想 1 的 判别 式 Dix 1) 定义 为 所 有 
Dyrta an) 生成 的 理想 ,其 中 asE7 二 的 判别 式 就 定义 
为 BB 的 判别 式 ; DOK) = DxtB) Dirt a) la EB} 
生成 的 理想 . 当然 这 样 定义 的 判别 式 不 易 计 算 , 我 们 将 证 明 它 等 
于 各 局 部 域 判 列 式 的 积 , 首先 由 定义 易 知 有 如 下 命题 , 它 使 我 
们 可 以 用 局 部 化 方法 : 


命题 1 设 1 为 工 的 分 式 惠 往 ,S 是 4 的 乘法 土 闭 集 ， 则 
人 Door 一 Do 1). 
由 此 可 知 , 若 外 是 4 的 率 理 想 , 则 可 在 包 局 部 化 而 计算 判 
别 式 的 外 一 分 量 . 


命题 3 (1) 设 1 是 8 的 分 式 理想 , 则 了 对 工 /下 的 判别 式 
满足 
DOD=NONDILIKR), 
其 中 X 是 理想 的 从 到 天 的 范 映射 ， 
(2) 设 4A 还 是 离散 峰值 环 ,T 是 B 的 分 式 理想 ,于 是 了 = 
(8),8EL, 则 
DID=NOYDAR). 


证 先 证 (2) ,这 实际 上 是 局 部 铺 形 . 设 mo, 是 互 的 
A- 基 , 则 {Ba} 是 了 的 4- 基 . 由 判别 式 定 义 即 得 . 

再 证 (1) 只 铺 对 4 的 每 个 素 理想 旬 验 证 两 边 的 钊 - 分 量 - 
由 命题 1( 令 5 一 4 一 旬 ), 则 可 设 4 为 离散 赋值 环 ( 即 3 4= 
Ao). 于 是 由 (2) 好 知 、. 口 
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定理 1 刀 ) 差 分 的 范 即 为 判别 式 ; 
Nim(lBrrr) = DL/K) | 
(2) 整体 扩张 的 判别 式 等 于 各 局 部 扩张 判别 式 的 积 : 
ps/R)= I posr.). 

其 中 必 =ws 为 加 一 adic 赋值 ,站 过 区 的 素 理 想 ， 

£3) (判别 式 的 链 性 ) 设 尺 己 LCHM 为 两 个 有 限 可 分 域 扩 张 ， 
出 

DOM/KY= NegDOM/D) (门人 DC 全. 


证 (1) 由 弛 5.6 命题 4 和 本 节 命 题 1( 取 3 一 4 一 钊 ) ,结论 
归结 到 4 为 离散 赋值 环 情形 . 因此 B 是 自由 4- 模 , 设 {a,} 为 其 
再 一 基 , 则 DO/ARD) 一 DCB) 一 CD{e)). 设 im' ) 是 {a} 的 对 侦 下 - 
基 , 则 {a'} 是 BB' 的 4- 基 ( $5. 命题 1), 帮 

. D(CB'}= (Dt{a' })), 
但 
Dia}y * De }={1)=A, ($1.4) 
故 
DB) + DCB' Y= (0)=A. 
再 由 命题 2 知 D(B*)=N(B*YD(L/K)=N(E) D(AR), 
即 得 所 和 谷 证. 
(2) 考 志 急用 24, 其 中 避 s 一 WW" 是 名 的 串 - 分 量 . 于 
蚌 Lu/K, 的 差分 名 ,二 加 "(加 是 路 在 工 , 的 球 包 )， 由 (1) 知 
NZ)= ng Nw Hl La 
其 中 f=78|) 一 7B | 外 ,),( 国 为 /人 | 多 ) 一 [ 工 ! 不] 一 
[FE ! 玉 ,] 一 (8,| 多,)), 而 由 (]) 同 样 知道 ; 
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Disc (Leo/ KY)=N, (TN d= Pr. 
由 于 则 。 视 为 等 同 于 多 (定理 中 相等 的 意义 即 如 此 ) , 即 得 (2). 
(3) 由 $5 命题 3 中 差分 的 链 性 和 (1) 即 得 . 国 | 


系 1 设 cE 上 8B8, 色 为 4 的 素 理想 , 阁 多 Dta)jDOL/K))， 
则 By 二 Ay [ej( 其 中 By 二 CA 一人):B ,Ap 二 (4A 一 站 ) 4)， 


证 因 4* 是 主 理想 环 , 故 By 作为 Ap- 模 是 自由 的 , 设 Bp 
三 dg 十 十 Ap zw 由 题 设 知 
Dio =D(B) + ei, 
Ptr; 即 c 是 Ae 中 单位 ,也 就 是 说 两 边 作为 4 中 的 理想 是 相 
等 的 . 由 命题 1 知 , 作 为 As 的 理想 有 D(ao) 一 DB) 二 DtBGY 
二 D(Cw)) , 玖 知 11240r,o :是 Bo 的 4e- 基 ,好 五 一 4o[o]. 


EE 2 设 到 1 下 3 为 Dion 次 数 域 ,绝对 判别 式 D(CK) 与 
DCKs) 互 素 , 有 是 天 天 为 Mn 次 域 ; 则 

(1) 绝对 差分 (KIK) 一作 (KR 人 2(K1)， 

(2) 绝对 判别 式 D(KIK:) 一 DCR DCKR,)"， 

(3) 整数 环 Ok ,Or Or, 


证 1) 由 差分 的 链 性 知 
DRTKRKA KD) = DRIDKK RK). 
和 内 DCKD 二 NB(K1) 与 D(CKs) 互 率 , 知 名 (Ki 与 抱 (K:) 孔 素 
. 由 此 知 另 两 因子 也 互 素 ( 因 若 甸 在下, 非 分 野 ( 即 甸 1ECK1))， 
央 间 在 下 ,KKK; 也 非 分 歧 ). 故 
BREDT—DRKR KD) BK) = BK KK). 
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即 得 (1). 在 (1 两 按 取 范 Nx ge 一 Nr ee 即 可 得 (2 取 
天 的 整 基 iw}), KK, 的 整 基 {u) 于 是 对 偶 基 (auw 7”} 生 成 
名 (KK 二 Ox" 由 上 述 知 {ro 也 生成 信 (KIKs/Ki) 一 
Ox ceoOx re 视 为 De- 模 ). 故 (o 生 成 DuxCOx,- 模 ), 亦 即 
{twi} 在 Ok, 上 生成 Oxx,， 即 得 (3). 顺便 指出 ,由 此 可 知 {awmi 
是 Dux 的 2 基 ,由 判别 式 的 定义 ,计算 行列 臣 也 可 由 此 得 
(2). 口 


例 1 四 次 循环 数 域 到 的 判别 式 五 (站 ?可 直 局 部 域 方法 很 
快 得 到 ( 见 LZh7]). 记 天 的 唯一 实 二 次 子 域 为 才 一 昌 CY aa 
为 无 平方 因子 整数 , 则 四 次 循环 域 天 均 可 被 唯一 地 表 为 

K=0 (vr), 
其 中 wwEE2B 0) = lw | Dw Wi 让 天 固定 ( 设 二 ai 
十 如 ,a 奇 , 则 可 取 9 一 个 十 ww )w). 故 对 每 个 国定 v, 有 2 个 
四 次 循环 域 KK 含 ktg 为 za 的 素 因子 个 数 )， 相对 判别 式 
DOKIE) = OW, 
其 中 8=? 或 0( 仅 当 & 与 ” 均 毒 且 vs 反 (1)720mod4) 时 3 一 
0). 有 趣 的 是 ,当量 仅 当 名 二 1 时 ,上 /8 具有 祖 对 整 基 , 即 Ox 是 


自由 Oi- 模 ,此 时 下 可 写 为 KR 一 QCVYve VW),e 是 上 的 基本 单 
位 . 


例 2 对 和 次 数 域 荆 一 @CV zy YLZRL] 中 给 出 了 
整 基 ,其 及 判别 式 ， 
DID= (2 I =m 
1 1 
其 中 OCVm) QE? 一 1) 是 工 的 二 次 子 域 爹 体 ,mm; 光平 方 体 
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子 ,m 是 无 平方 因子 奇数 ,而 当 (Cmiy mm 一 (1 1)， 3,1， 
modt) 时 ,t 分 别 为 0,2,2， 
34 3 分 别 为 0.2,3,4. 

一 般 地 ,对 于 素数 茵 gq 次 Abel 扩 域 工 LZh8 一 98] 给 出 了 素 
分 解 和 判别 式 等 . 有 趣 的 是 ,在 一 定 菜 件 下 ,大 对 其 子 域 六 的 
相对 判别 式 五 (ZE 多) 是 有 理 数 的 半 方 生成 的 主 理想 ,如 当 9 天 
2,[ 工 : 天] 六 e(Cp) 对 任意 素数 总 时 1 ,而 且 L/K 具有 相对 整 
基 ， 


习 题 

1. 设 关 一 吕 Co) 为 五 次 数 域 ,a 满足 扰民 ?一 关 十 20X 十 16， 
证 明 : 

C1 DiscCiyaye yaat)y= C55160), 故 当 p 关 2 和 5 时 {1,a， 
eavaiyat} 是 尺 在 户 的 整 基 . 

<c2) 3 在 天 惯性 ,(3)? 在 天 中 仍 为 素 理 想 . 

(3) 5 在 下 完 金 分 歧 : e 一 5. 

(4) 7 了 在 尺 有 三 个 素 理 想 因 子 ; el 一 ep 二 es 一 1， 让 二 fz 二 1， 
方 一 3， 

(5) 2 在 关 有 二 个 素 理 想 因 子 :ei 一 4vea 一 1, 方 一 户 一 1， 

(提示 ; 令 8 一 o2/2,7 一 (好 十 2a)/d4, 则 Z 一 模 1 一 Z 十 Ze 十 
Z8 十 ZY 十 ZFC 过 ZLej. 旦 因 对 在 2 上 有 限 生成 故 对 COx. 考虑 
7Y 一 1 的 极 小 多 项 式 的 Newton 折线 ,) 

2. 设 L/ 开 为 rx 次 Galois 扩张 ,了 为 工 的 理想 , 阁 ol 一 I 
(¥ gEGCLARD)) , 则 称 了 为 不 变 理 想 , 此 时 请 是 天 的 理想 .证 
明 差分 多 :是 不 变 理 想 , 且 

Nrx{l rx) = Bix= DisctL/K). 
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第 六 章 ”类 数 与 单位 


$ 6.1 类 数 的 有 限 性 


本 节 用 很 直接 的 方法 ,证 明 企 一 数 域 多 的 类 数 hCK) 是 有 
限 正 整数 . 

设 天 为 次 数 域 ,4 为 其 整数 环 . 玉 的 (或 称 4 的 ) 非 零 分 
起 理想 金 体 记 为 .ZtKK), 其 中 主 理想 爹 体 记 为 了 (KK) ,它们 都 是 
乘法 群 . 商 群 H(K) 一 .YZ(K)/2(KK) 称 为 (理想 ;类群 ;类群 的 
阶 CK) 称 为 (理想 ) 类 数 . 


引 理 1 设 下 为 n 次数 域 , 则 存在 常数 Ct 仅 依 赖 于 天 ) ,使 
得 天 的 每 个 理想 类 中 均 存 在 一 个 整理 想 ,其 范 NTC. 


证 明 任职 一 个 理想 类 a, 在 类 a 中 任 取 -- 整 理想 区 8 2， 
3 系 2), 设 tsisws 是 A 的 五 基 , 令 A4 的 于 集 
S= {qtwT T+arn idaEND' "+ ,aEr). 
显然 每 个 a; 有 多 于 (NT) ”个 取 值 ,5 中 元 素 个 数 大 于 六 (站 一 
其 4/7 改 存 在 a.8E3 使 ax= 记 mod7, 即 7 一 < 一 PE 亦 划 
71(7). 放 有 整理 想 J 使 (二 717. 注意 J 与 7! 同类, 即 J 属于 
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类 = 又 由 <BES 知 LNua(OO1= 下 Icef 十 … 二 enet 其 中 0 
二 1c 和 (CN 十 1 和 2CNT2， 设 M = max | | , 即 知 
La 和 2 人 RD 一 CNCD CC 即 令 袜 一 (2 于 是 知 
NG 一 |Nuaety)| 委 CNYCD，NCT)sC. 口 


定理 1 任 一 数 域 天 的 理想 类 数 htK) 是 有 限 正 整 数 ， 


证 明 ”出 引 理 1 知 ,存在 常数 CC, 使 天 的 每 个 理想 类 中 均 存 
在 一 个 整理 想 J 满足 范 NJ<<C. 但 是 满足 NJSC 的 了 只 能 有 


有 限 多 个 ,从 而 的 理想 类 只 能 有 有 限 多 个 . ( 若 J 一 18"， 
则 NJ 一 民 ple"e<C, 故 ,ne 只 有 有 限 个 选取 , 故 J 只 有 有 限 
个 ) 口 


更 精细 的 分 析 可 以 给 出 局 的 明显 寺 界 ,从 而 可 以 具体 定 出 
J 给 出 hCK). 


注 记 设 &= 二 F,( 区 ) 为 有 限 域 F 上 有 理 式 形式 域 ,或 称 有 
理 函 数 域 ,的 有 限 扩 张 下 称 为 代数 函数 域 . 定理 1 对 代数 函数 
正 下 也 是 成 立 的 ,证 明 也 类 似 , 这 时 8 的 素 理 想 即 为 不 可 约 多 
项 式 p(X) EF,[X] 生 成 的 理想 ,F,[Xj 在 居中 的 整 闭 包 记 为 
Oxr( 数 域 中 的 工 , 旭 , 民 ,Ox 可 类 比 于 代数 函数 域 中 的 LX], 站 ， 
天 ,Oz). Ox 是 Dedekind 环 , 素 理想 即 为 天 的 素 理 想 的 国 子 . 理 
想 类 群 吾 (KK) 和 理想 类 数 有 (下) 的 定义 与 数 域 时 一 样 .读者 应 将 
这 里 所 说 的 理想 类 群 晶 (K}) 与 除 子 类 群 相 区 别 . 一 个 理想 只 是 
在 素 理 埋 (对 应 于 有 限 素 除 子 ) 上 有 分 量 , 而 一 个 善 通 除 子 是 在 
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每 个 素 除 子 ( 包 括 无 限 素 除 子 ; 上 有 分 量 . 


3 6.2 数 域 的 媒人 


设 下 为 n 深 数 域 ,Mx 是 天 的 案 除 子 集 ,我 们 知道 
Mx= {corm oo, VU 
其 中 六 一 7 十 天， 是 K 到 R 的 圣人 gr a0, 的 个 数 ， 让 是 天 
到 C 的 复 幅 入 644050594425 +6 的 对 数 (34 一 04) ,nn 十 
27: 一 天 1 oo; 是 无 限 素 除 予 (SEE7) :v0 是 如 ;一 adic 豆 除 子 避 全 
六 . 相 诬 有 大 的 完备 化 
Ke = kK, ~R, Ke ,= Ko =C, K,, Ks, 


1 t+1 3 


所 以 我 们 有 人 媒人 
WR RX XRXCX XCXK, XK, ,X"= 


I x,, 


a Coa) so Ca 0 (a) Ge), 
这 一 嵌入 可 以 说 包含 了 的 所 有 数论 信息 ,对 研究 下 极为 重 
要 . 例如 ,a 为 六 的 单位 当 且 仅 当 a 在 每 个 K,,,,K。,,，… 的 典 
入 象 均 是 单位 . (当然, 任 一 aEK 到 各 天 ,的 谋 入 象 几乎 者 是 
K, 的 整数 ,也 几乎 都 是 ,的 单位 ( 当 a 失 0 时 ), 因此 , 上述 瞻 射 
的 右 方 | 天, 显得 太 大 ,适当 缩小 之 后 ,就 引入 了 adele 和 idele 


的 重要 概念 ). 
特别 ,我 们 截取 上 人 述 嵌 入 的 无 限 素 除 子 部 分 ,得 到 嵌 人 
三 K—*R"'xO: + 
[2 {om (a) bd J) ), 
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这 称 为 KK 到 R" XC 的 正则 嵌入 . 

将 人 与 RR 等 同 ta 二 如 一 一 (a,5)), 则 RXC: 等 同 于 民 '， 
以 下 将 证 明 okK 是 的 离散 子 群 , 蚌 格 . 先 讨论 下 的 格 . 

产 是 玉 上 的 线性 空间 ,自然 也 是 加 法 群 . 设 召 是 下 的 子 
群 ; 若 Rr" 每 个 有 界 子 集 与 五 的 交 均 是 有 限 集 , 则 史 称 为 离散 
子 群 . 


引 理 ! 设 二 为 产 的 离散 学 群 . 则 巨 是 自由 ZZ- 模 , 即 
H=2w PD…PDIw,. 


证 记 吾 在 R 上 张 成 的 子 空间 为 [ 吾 ], 并 设 其 维 数 为 x. 
车 r=1; 则 [ 瑞 ]= Rew,wE 晶 ,使 wwEB 的 最 小 正 实数 4 记 为 
如 : 记 古 | 二 轴 , 则 显然 十 =Zrw. 设 对 [ 态 ] 的 维 数 椒 超 过 7 一 1 
的 情形 引 理 正确 , 现 看 维 数 为 > 的 情形 , 设 

[FH]= Rw BBRw,, weEH, 
记 Y= RwTDPDRw,., 1 
由 归纳 假设 知 妃 站 7Y 是 自由 Zz- 模 , 不 妨 从 开始 就 设 ww: yo-. 
为 其 Z- 基 , 故 
HNMNY=2Zw,B BIw, 1. 

对 任意 xs 毛 五 ,在 不 计 ww,… sw, 整数 信和 意义 下 可 设 %= 


Zero0<sc<1CO<Sisr), 这 样 的 * 均 在 一 有 界 集中 , 故 只 有 
有 限 多 个 . 取 其 中 使 "和 0 最 小 的 一 个 , 记 为 


= 之 eu 区 如 
于 是 
五 了 2rv 中 由 Zoo 由 zw ， 
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对 任意 vwE 玉 , 减 去 vw" rer-. 的 适当 整数 六 之 后 ,可 得 
二 二 

其 中 0 要 下 < 所 cr0 委 六 二 101 委 FSm 一 1) ,这 说 明 玫 一 Oo 和 五 人 

Vw 二 0. 即 知 vwEZFw 息 "只 Zow_1 外 Zw 口 


引 理 1 中 的 7 称 为 如 的 秩 . 秩 汶 nn 的 产 的 离散 子 群 称 为 
格 . 设 格 区 的 了 - 基 为 zytny 则 平行 多 面体 


Po se) = {Zc 0c ll 
称 为 格 经 的 基本 区 域 , 怡 为 到 /St 的 代表 元 集 - 也 Cw yw】 
的 体积 (测度 }V (PCrw 与 2- 基 re [i 的 选取 无 关 ， 
称 为 格 绎 的 体积 , 记 为 V(54). 


定理 1(Minkowskiy 设 引 为 所 中 的 格 ,S 为 到 中 可 测 子 
集 . 车 体积 V6)>VC5220), 则 有 rz,yES 使 0 关 z 一 ?所 笃 .《 这 里 
7(S) 是 3 的 测度 (或 称 体积 )). 


证 设 TI TO 是 EE 的 2 一 基 . 于 是 S 是 以 下 形式 子 

党 的 非 变 并 党 和 9 门 名 十 已 (ao yw) 信 全 做 7, 荫 
VY= VSN G+P)), Cx) 

因为 测度 Y 是 平行 不 变 娃 , 必 

VSN +PDY=V( Ah+SINP} 
集合 (一 A 十 SMPGEY) 不 能 是 两 两 非 交 的 (否则 YCP) 之 
V4 一 h+8) 站 P), 与 (x ) 式 和 VCP) 一 VC)<<V (5S) 蕴 盾 ). 
故 存 在 友 关 如 使 (一 十 S59) 个 ( 一 各 十 S》 关 二 ,其 有 一 十 二 一 到 
十 yxyES, 于 是 x 一 y=h 一 EE , 且 z 关 y( 因 hh).。 让] 
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系 1 设 区 基尼 中 格 ,3 是 及 的 关于 原点 口 对 称 的 可 
测 凸 子 集 , 且 满 足下 至 条 件 之 一 : 

(Ca) VS)>ZV OL), 

《的 V(5) 守 2V(S0) 且 5S 是 紧 集 ， 
则 当 与 红 有 非 0 会 共 元 . 


证 (a) 令 S' = 也 8, 出 TV(S 一 2-"V(S)>T(ce)， 由 定理 


1 知 有 yzES' 使 y 一 =E Se 且 因 5S 对称 且 证 ,于 y 一 z 一 二 (2y 
十 (一 22)) E95, 琢 0y 一 zES 站 全 

(6) 令 S(8)=0 二 65 (em 的 , 记 芭 ,一 绎 一 10}) ,由 (Ca) 知 
5Ca) 门人 2 是非 空 紧 集 。 故 站 5Ce) 从 非 空 , 设 已 为 其 中 一 点 ， 
则 PESCD CY ce>0). 因 S 紧 , 故 PES， 口 


定理 2 设 下 为 rn 次 数 域 ,fr， 开 一 ---*R' 如 本 蔬 开始 . 
(1) 设 MCK 是 秩 为 x 的 Z- 横 , 则 otMD) 是 rr 中 格 . 且 体 


积 

VieCM)) = "det (gr)). 
其 中 zz,… ,x 是 时 的 2 天 ,0 ,'…so, 是 下 到 人 C 的 杠 入 . 

(2) 设 4 是 尺 的 整数 环 ,7 为 非 0 整理 想 , 则 atA),ad1) 均 

为 于 中 格 , 且 体积 为 

Yot4A7 放 一 2 万 天， 

YeCD) 一 2 YNCTD. 

其 中 忆 (K) 为 区 的 绝对 判别 式 . 
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证 (1) 设 wya 是 到 到 C 的 吝 人 上 映射, 则 
oz) = or) 0 (Cr) Rs rz)),T 《En il 
CT)) se, REG)) ,To, Cr))), 

其 中 及 ,了 表示 实 部 和 患部 . 于 是 VCoCM)) 二 det (g(x),'*， 

gC))( 视 olxi) 为 列 向 量 }). 由 RD 一 (e+57GD 一 击 (一 

z 知 Cegad)》 一 《2 detta; Cz)), 因 ix;} 是 外 的 从 基 , 知 

det (oilzi)) 关 信 二 fr 在 下 中 线性 无 关 , 在 几 中 生成 格 
oa) 

(2) 因 4 和 了 是 秩 为 的 工 模 ,由 (1) 知 ec(4),a( 为 格 . 

车 {zt} 为 4 的 ZZ- 基 , 亦 即 玉 的 整 基 , 则 DD(K)==det(o(xz))*, 即 

得 V (atA)). 又 ot) 是 ocA) 的 子 群 ,指数 为 NC) 二 六 A11， 故 

ol 了 的 基本 区 域 是 oc4) 的 N (DD) 个 基本 区 域 之 并 . 于 | 


$6.3 类 数 与 Minkoewski 常数 


设 天 为 mi 沈 数 域 , 如 和 6.2 开始 ,a 二 DtK} 为 其 绝对 某 
别 式 "LL 和 2re 为 K 到 Cc 的 实 各 虚 骨 入 个 数 ,N = Nye 令 
Cx= (VTal 
称 为 天 的 Minkowski 常数 ， 


定理 1 《1) K 的 每 个 非 0 整理 想 了 中 必 有 zx 天 8 使 
[Nn | SCxw(C7). 
(2) 到 的 每 个 理想 类 中 必 有 理想 J 使 
NCODECK, 
T 3X 
《3) ld ) >1， 
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有 而 闪 有 素数 户 在 天 中 分 睦 ; 而 alogld| 有 上 界 (与 掺 无关 )。 
《4) (长) 是 有 限 正 整 数 . 
(5》 (Hermite). 只 有 有 限 多 个 数 域 改 CCC) 具有 给 定 的 判 
别 式 d. 


证 (1) 设 o:KK 一 Rt XC 是 正则 风 入 (8 6.2). 1XC' 

中 满足 下 式 的 (om PY ;zr ) 全 体 记 为 Sirs 
1y 1 二 十 [yr 1 十 2]zi | 十 … 十 2 |z | 
人 为 正 实 数 ). 则 3 是 严 一 六 :Xe 中 关于 作对 称 的 紧 凸 集 
由 积分 容易 算得 其 体积 (例如 见 S. Lang;: Algepraic Namber 
Theory, P.117) 为 : | 
VS) = (TI /n! 

取 # 使 VCSD)=2VCo0))=2*-% Yd|N(7); 即 

= an | 二 CVD) 
由 上 节 系 1 知 有 非 0 元 4EJ 使 olx)&€5,, 帮 (1) 由 下 式 即 得 ， 


[IN{x) | 一 la tx)? er s(x) | 和» le i Cx) | lo ts) 2 
Cho tr) [t+ {or C7) +2 |e CT) {+ +t2 |o tr) 1" 
< 


《2) 在 给 定理 想 类 中 任 取 理 配 1, 令 J 一 六 ,可 设 了 为 整理 
想 ( 否 则 乘 以 主 理想 )， 取 reEJ 满足 (1), 则 由 了 kzr) 知 Cr) 一 
Jw ,也 为 整理 三 上 且 与 了 属 同一 理想 类 . 于 是 知 NCDNCT) 
一 VCODI<SCeNCT ,满足 (2)， 

(3) 自 (2), 取 J7 一 01) 知 |d| 之 ( 开 )erjnl5 记 此 为 ao 出 由 
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二 项 式 展开 知 osuya. 一 工 (1 十 1 )” 一 (1+2 十 …) 之 子 x, 因 


az 一 二, 故 
Te BT, 
4 。 
即 得 (3}) 中 不 等 式 . 取 对 数 即 得 nn/logid| 的 上 界 . 显然 有 |z| > 
1; 从 而 总 有 素数 p14, 放 户 在 外 分 歧 ， 
C4) 注意 (2) 是 6.1 引 理 1 的 改进 , 克 由 $8.1 定理 1 的 证 
明 即 知 产 天) 有 限 . 
(5 由 (3) 知 次 数 n 有 界 ， 因此 不 妨 设 amr: 为 固定 数 . 
Co) 先 设 x 之 1, 设 S 是 满 是 下 式 的 Cy sy si ,7 
XG: 全体 ; 


Eis 


ye 07) di, 


yl CSasr， 


1 - 
zl (1 jr ), 


显然 3$ 是 灵 ' 中 关于 口 对 称 的 紧 凸 集 ,r1S) 一 2 1d1E. 由 
8$6.2 系 1 和 定理 2 知 天 中 有 非 0 整数 全 efzyES, 此 生 
成 KK. 事实 上 , 医 Ia(z)| 志 六 Qn) ,HING) |= 1 16, 


(xz) | 为 正 整 数 , 酸 ja (Cx) | 衬 1, 这 谨 明 a. 关 si;( 作 为 QCx} 到 CC 的 
嵌入 六 关 1 时 ); 即 知 07 为 次 , 即 Q(x)= 二 KR, 由 otx)E3 知 
az 一 和 或 所 7) 的 初等 对 称 多 项 式 也 都 是 有 界 的 ,它们 恰 为 整 
数 工 的 首 一 极 小 多 项 式 A(X)E ZLXI 的 系数 . 因 7X) 的 次 数 
n 和 系数 拘 有 算 , 破 这 种 /(X) 的 个 数 有 限 , 故 z+ 个 数 有 限 , 从 而 
KK 的 个 数 有 限 . 
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(5) 再 看 +==0 情形 , 令 S 是 满足 下 式 的 Ce ;zr 人 EC 全 


体 ， 
[TG | Cr/ a |}, 
IRGzD) 1S 十 ， 
A Qian). 


( 玉 , 了 分 别 表示 实 部 和 虚 部 ) 于 是 $ 也 为 以 原点 对 称 凸 集 , 体 积 
为 2"-"1q|3. 也 有 尺 的 非 0 整数 xz 使 5Cx)E5, 也 可 类 似 得 到 | 
7) | 室 1 ;从 而 关 o( 作 为 QCz) 到 局 的 构 入 ,j 关 1 时 ). 叉 由 
Ra Cr)) 扫 十 知 四 (2) 不 是 实数 ,o Cr) 天 可 (5 、 故 知 扩 一 人 
(z), 其 余 与 情形 (a) 一 样 证 明 口 


习 题 
1. 设 尺 二 Qa) ,a 的 极 小 多 项 式 为 了 CX) ,DK} 二 Disc (Kj/ 
从) ,Minkowski 常数 为 Cx ;类 数 为 CKD). 对 以 下 CEI) 证明 所 
列 事实 ， 
(0) F(XY=X Kl, DIK)=—23, Cr<2h(K)=1, 
(2) FXY=KEITR+1, DOAK)=—31, Cr<2,hiK)=1, 
(3) F(X)=X'—2X+2, DOK)=—44, Cr<i2h(K)= 


(4)》 FEY=KR 17K+t3 DOR)= C5)(1259), (KY= 
1. 


5. 设 8(V5),L=KCYViD), 证 明 上 /K 大 非 分 二 
扩张 ( 即 尺 的 任意 素 理想 在 志 均 不 分 歧 )、 


175 


8$6.4 单位 定理 


仍 设 下 为 nn 次数 域 如 $6.2 开始, 4 为 其 尾数 环 , x 和 27， 
为 尺 到 CC 的 实 和 复 向 入 个 数 , rr 二 + 十 x;. 


引 理 1 车 zx 是 天 的 整数 且 范 Na 一 Nenece) 一 十 1， 则 
u 为 天 的 单位 . 反之 亦 真 . 


,证 出 题 设 知 w 在 QQ 上 的 极 小 多 项 式 为 基 十 a,_:X*"! 十 
十 2 和 十 1 一 0aEZ, 即 知 (全 十 十 za 一 干 1, 本 是 寻 
中 可 着 元 , 即 单位 . 反之 显然 . 口 


定理 1 (Dirichlet 单位 定理 ) 数 域 KK 的 单位 群 
URISW XZ ', 
其 中 W 是 有 限 铂 环 群 (从 而 为 下 中 单位 根 全 体 组 成 的 群 , 偶 
数 阶 ) ,x 二 i 十 7;. 也 就 是 说 , 天 中 间 位 恰 为 全 体 
和 一 四) 
其 中 za 是 单位 根 , 生成 光 限 循环 群 ，CG%，…, 9.. : 称 为 下 
的 一 个 基本 单位 系 ). 


证 “为 了 将 乘法 群 辟 = 已 (K) 对 应 到 屁 的 加 法 子 群 ， 必 
须 取 对 数 . 设 巾 入 5.，…,o, 如 § 6.2 开始, 令 
1 UR) R, 
zx (oglo ta)|, ,loglo, (x)|), 
! 称 作 对 数 铁人 和 人， 显然 是 群 同 态 . 我 们 先 证 明 ; LLU) 是 离散 子 
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群 . 为 此 设 3 是 玉 的 一 个 有 界 子 集 , 3 二 {x EUlI(r) EE Si. 
因 S 有 界 吉 存在 实数 c 半 1 使 对 xE SI 有 c! 所 16(rYi 坟 cc (1 
?Rr), 此 0(X) 的 初等 对 称 多 项 式 也 有 界 , 它们 恰 为 + 在 Q 
上 的 首 一 极 小 多 项 式 了 (XX) € ZLX] 的 怎 数 系数 , 艾 六 X), 从 
而 的 个 数 有 限 , 故 5' 是 有 限 集 , 1(L) 是 玉 的 离散 子 群 . 由 3 
的 有 限 性 可 知 , i 在 U 上 限制 的 核 信 是 有 限 群 , 因此 W 是 有 
限 循环 群 (由 下 述 引 理 2), 是 中 次 复 单位 根 全 体 (o 为 某 整 数 )， 
殉 恰 为 天 中 的 单位 根 全 体 , 因 若 一 1 则 “是 整数 县 |o,C0)|” 
二 1, 鼓 |e(o| 三 1 所 i 委 六 即 知 2 EE ker(1) 二 W, 因 全 
含 2 阶 子 群 { 士 1)， 硕 阶 为 偶数 ， 

由 于 i072 是 豆 的 离散 子 群 , 故 由 3$2 引 理 1 知 U/W 实 
tiL 兰 天 即 U 宇 W X 天 .以 下 证 明 ， 二 7 一 1 

首先 易 知 5 所 r 一 1. 事实 上 , 对 x EU, s(x) 之 间 有 关系 ; 

士 1 一 NGCz) = or) a(x) 


= ga CT) lo rz) le |o (zr), 


故 

0= loglotr)| + + logloer (C2) | + 2loglo. (x), 
即 tx) 属于 R 的 + 一 1 维 想 平面 

0 二 十 yr 

即 必 0) CC 从 而 知 10) 的 秩 s 志 7 一 1， 

再 证 ; 衬 7 一 1， 内需 举 出 (0) 中 有 r 一 1 个 线 六 无关 的 向 
量 . 为 此 只 需 证 明 , 对 北上 的 和 餐 个 非 9 线性 请 数 ,存在 x 万 
0U 使 FU)) 关 0.( 因 为 m 维 空间 上 的 线性 匡 数 构成 一 个 m 维 
室 间 ). 对 了 二 Cy 于) 所 如， fy) 必 形 如 

fy) = oR 《17 
这 是 因为 y= 一 一 一 

00) 对 任意 二 (4,-… ,入 1) 所 R 司 , 先 求 有 良好 性 质 的 x 
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和 天 .固定 实数 e > 2 0172m1a1 二 ， 取 汪 > 0( 并 记 和 一 
A + tp A 一 人 i) 使 如 a 
设 满 足下 式 的 (yn， dr Cl Ze.,) ER xC': 全 体 为 
S， 
Fy! 4 | 
划 S 是 关于 0 对 称 的 有 界 凸 集 , 体积 
VS) = [2 [IT a% = 2 > 2 adi. 


故 存在 下 的 整数 x 使 oCrs) ES(86. 2 定理 2 及 系 1), 这 意 
味 着 1mz(z | 所 委 扫 人 因为 凡是 整数 , 故 

1 IN = [nr (tc) | Rd 

ok)1 宇 AC 村 
故 
A or) | 扫 从 
即 
0 logh — log|atr) | loge, (1 所 1)， {2) 

注意 dog1otz2)1) 是 长 za) 的 化 标 , 故 由 (1) 式 知 


[fr) 一 Deogh! A ‘5 Ie; | Jloge, C3) 

di) 再 求 特殊 的 z 得 出 w， 设 是 大 于 (3) 式 右边 的 正 束 

数 ， 对 每 个 正 整数 尹 取 0 二 (为 ，…, 为， ) ER"' 使 
Y clogj = 2Bh, 由 (i) 得 出 xiw, 记 为 z. 由 (3) 式 有 


(2 — DA CCz < oh 8 (4) 
这 说 明了 AQCzs)) 两 两 不 同 ( 对 不 同 的 有 A), 而 由 于 ;下 (zy| 过 
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故 主 理想 (zx) 只 有 有 限 多 个 , 故 存在 整数 睛 夫 大 使 得 
(rp) = (Cri), 
从 而 w 二 zfzi 为 单位 , 故 
Fu) = fU(T) — (x) 
= F(z) 一 yz 天 由 口 


系 1 ww EUCK) 为 单位 根 当 且 仅 当 |x -一 101 委 委 门 ， 
这 里 DoT co, 是 天 的 r 个 无 限 素 除 子 . 


证 ”由 上 述 证 明 可 知 单位 根 群 WW = ker(4'), 即 知 为 单 
位 当 且 仪 当 loglaG) | = 0, 即 |o6tw)| =1， 亦 即 lz 三 二 


引 理 2 (1) 设 G 是 有 限 Abel 群 , 则 存在 x。€ G6, 使 zx 的 
阶 等 于 G 中 所 有 元 素 z 的 阶 的 最 小 公 售 数 ， 
(2) 域 下 的 乘法 有 限 子 群 WW 必 为 循环 群 . 


证 ”1) 将 的 运算 记 为 加 法 , 由 从 bel 群 (或 主 理想 环 Z 
上 的 模 》 基本 定理 知 G 守 2Z/aZX … XZ/a2, alajy( 当 i 之 站， 
a 是正 整数 . 于 是 x 一 0, …， 0, 1) 的 阶 为 a., 显然 即 所 欲 
求 ， - 

(2) 由 《1) 知 存 在 # 阶 元 zo EW, 使 x" = 1( 对 所 有 E 
W)， 由 于 XX" 一 1 在 域 六 中 最 多 有 ?个 根 , 故 W 至 多 有 "个 元 
素 . 但 因 z, 的 阶 是 故 1, xo， x! 必 是 #4 个 不 同 元 素 , 即 
知 W = {1, Zo “=r 7) 口 


我 们 可 以 将 单位 和 单位 定理 稍 作 推广 , 这 在 类 域 论 等 理论 
中 十 分 重要 . 以 5., 表示 Mx(K 的 素 除 子 集 ) 中 元 限 素 除 子 全 
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体 . 设 3 是 会 S。 的 Mx 的 有 限 子 售 , 记 s = #5S， 上 比如 
二 {cols te DO Urtls + vs}s 
xz 所 天 称 为 S 单位 是 指 
le 一 1 ”对 所 有 素 除 子 筷 S). 
S- 单位 件 体 记 为 Us 或 UstK), 是 腾 法 群 ， 显然 5。- 单 位 就 
是 普通 单位 . 定义 Us(K) 到 居 的 做 入 为 
i oglzy log | ;其 趾 ;大 <; EE 
Mi 的 对 天 标准 化 的 赋值 , 即 当 ”5 是 着; 一 adic 赋值 时 , 对 素 元 
不 所 作 ,一 众 ?: 有 : 
| 天 有 一 CN BO = ph oe rl 
当 KK, 一 C 时 有 js;=le 全 当天。 一 用 时 有 Dal;== lel. 
我 们 需要 


引 理 3 〈 系 积 公 式 )， 对 任意 非 零 的 ge 挟 下 有 
I lel.=1. 


vE MX 


证 ”我 们 已 知 莱 积 公式 对 外 二 如 成 立 . 于 是 由 第 4 章 $8 


系 4 知 
l= II [Ngeeato) | = 证 Hle,l™ 
we rr 
= [Tiais = ] lal 口 
vwEME VE ME 


现 设 a€ 44 是 KK 的 整数 , 若 a EUsCK), 即 当 tz 和 5S 时 
上 a, = lel# 一 1,， 则 由 乘积 公式 知 


TI tel,=1. (5) 


DE 


友之 , 车 (5) 式 成 立 ， 几 由 乘积 公式 可 知 几 1* 1, 一 1, 再 由 
3 
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fal 守 1( 因 a€ 4} 可知 xl 二 1 对 2 告 55 成 并 , 即 知 a€ 
Us(KK). 故 整数 = 是 $- 单 位 当 昌 仅 当 (5) 式 成 立 , 下 理 1 是 此 论 
断 的 特殊 情形 ， 
由 乘积 公式 或 (5》 式 可 知 , js (Us) 在 如 下 s 一 1 维 超 平面 
上 ; _- 
Cs: 和 十 一 和 二 
于 是 与 定理 1 的 证 明 类 似 可 以 证 明 : 


定理 2 (单位 定理 ) 数 瑾 开 的 5- 单位 群 
UK} WX 2 
其 中 W 是 有 限 循 环 群 ( 即 下 中 单位 根 全 体 )，* 一 #5S， 


当 起 为 F(X) 的 有 限 扩张 时 , 定理 2 也 成 立 , 证 明 也 完全 
类 拟 ( 这 里 丽 (X) 为 有 限 域 F, 上 的 有 理 式 形式 域 , 也 称 有 理 函 
数 域 }， 我 们 回忆 ,上 一 F.CX) 的 素 除 子 集 为 [oo， p(X) |p(X) 
为 不 可 约 儿 项 式 } ,其 中 p(X) 对 应 p(X)--adic 赋值 .oc 对 应 


训 一 sdic 正 值 . 玉 的 素 除 子 由 的 案 除 子 延 折 而 得 . 其 中 由 oo 
延 拓 的 天 的 素 除 子 集 记 为 S$。 仍 取 5 为 全 5. 的 有 限 集 合 . 


习 

1， 设 天 为 数 域 , 如 ,…, 7-; 是 其 基本 单位 . = 一 1 阶 行列 

式 
det(log et i jr 一 1) 
的 绝对 导 称 为 尺 的 正规 子 (regnlator), 记 为 RC(K). 证 明 R(K) 
>0 且 不 依赖 于 基本 单位 的 选取 . 如 果 加 ,，…，, 有 -1: 不 是 基本 单 
位 , 上 还 行列 式 又 当 如 何 ? 
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第 七 章 ”二 次 域 与 分 圆 域 


37.1 二 次 域 的 单位 群 


先 设 是 谍 二 次 域 , 于 是 二 0, 2re= 2, 7 二 rf 一 1 二 
0。 由 上 节 单 位 定理 可 知 , 下 的 单位 群 UCK) 一 W, 即 单位 根 形 
戌 的 循环 群 . 注意 歼 舍 二 界 子 群 代 , 一 1)， 故 必 为 偶数 阶 ， 设 
W 二 (tm) 由 rw 次 本 原单 位 根 生 成 , 可 设 m 为 偶数 .于 是 

KDOQ(E,). 
这 谨 明 Q(,) 内 能 是 看 二 次 域 或 8， 特别 知 Q66;,) 的 次 数 
Plm) 二 2 或 1. 
设 m= 二 2%p2…pr， 则 
pm) 一 Po pa pi Oo— Lpse Tt(p, — 1). 

故 只 能 有 如 下 的 情形 ; mx = 2, 2，2 + 3. 

当 吉 二 2 时 , W = (1, 一 1), Q(t)=0, 

当 六 一 4 时 ,到 一 和 ,一 1 一 站 一 人 (人 一 
2(v 一 1), 其 中 := v 一 ]. 

当 m 二 6 时, W = (1, 0, ps Pp pp), 0Q(6%) = 
Qtv 一 3), 其 中 p 一 (1 十 vw 一 3)/?. — 若 得 
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命题 1 虚 二 次 域 友 的 单位 群 


四 界 群 4 ， 当 K = Q(Y— 1); 
UCK) 向， 当 KEK= 0Q(v— 3); 


二 阶 群 ( 一 17， 其 余 情 形 . 


再 设 
K=Q(tvVd) 
为 实 二 次 域 ,4 为 无 平方 因子 有 理 整 数 . 因 复 平面 上 单位 画 与 
实 轴 只 两 个 交点 , 故 卫 一 们 ,一 1 m 一 2 天 一 0 帮 r 十 六 
一 1 二 1, 于 是 天 的 单位 群 
UCK)= {tl}xe 

其 中 ce 生 成 无 限 循环 群 (e》 一 e. 显然 土 s 和 士 s 1 也 都 生成 无 
限 循环 群 , 我 们 常 取 其 中 瞧 一 一 个 大 于 1 的 记 为 es, 称 为 天 的 基 
本 单位 . 

设 a 二 a 十 bv qd la, 48 EQ 是 天 的 单位 , 则 土 a, 土 和 
均 为 单位 . 由 于 Nm = (Tava)a 一 av 一 土 1, 故 上 
述 四 个 数 就 是 土 a 士 8Y 4 ,四 者 中 只 有 -~… 个 大于 1, 它 也 是 四 
者 中 最 大 的 , 因此 六 的 大 于 1 的 单位 均 形 如 a 十 bY d (a > 0，. 
b> 人 00). 

(1) 先 设 d 寺 2 或 3Cmod4). 此 时 下 的 整数 环 为 Z 十 
ZY ad. 整数 a 一 工 十 yYa (xr,y € 2) 为 单位 当 且 仅 当 NN (a) 
二 士 1, 即 


TT 一 dy 二 土 ] 1) 

这 称 为 Pell 方程 . 由 单位 定理 可 乔 , 车 e 二 a 如 Yd 是 玉 的 

基本 单位 (ai 守 0; 之 的 则 ta 十 如 YA 二 a 十 纹 Yd 为 

大 于 1 的 单位 ，ias, 六 ) 是 Pell 方程 的 自然 数 解 (当然 (十 a,， 
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土 所 ) 均 为 解 )、 此 时 也 称 as 十 YQ 和 和 土 a, 土 Bw 为 Pell 
方程 的 解 ， 易 知 六 + 一 和 和 十 如 4， 故 序列 和.! 是 严格 递增 的 . 
因此 依次 填 查 5 = 1, 2, 3,…， 当 第 一 次 发 现 dwb: 土 1 为 平方 数 
a 时, a 十 bw dq 就 是 基本 单位 了 , 如 a 二 2 时 =1 十 V2,d 
二 3 有 时, 一 2 十 YI,d=6 则 se 一 5 十 2Y6,d=7 则 s= 
8 二 3Y7 等 

如 果 te = 1, 则 2 一 dy 一 一 1 无 解 , 一 均 为 x 一 
dy 一 1 的 解 . 如 果 NNCe) = 一 1, 则 土 后 {1 为 一 dy’ 一 一 1 
的 解 , 士 “为 民 一 dy: 一 1 的 解 (n &€ 2Z), 

(2) 设 d 三 1(mod4), 天 的 整数 为 4d = (4a 十 bv qa)/2,a 
三 (mod2), a, 马 Z, 着 a 为 单位 , 则 二 1 二 Nl(a) 一 人 一 
qd)/4， 玻 (a, 5) 满足 方程 

一 dy 二 土 4 (2) 

这 也 称 为 Pell 方程 . 反之 , 若 {a, 2) 是 方程 (2) 的 整数 解 , 则 
二 (a 十 bY)/2 必 为 疏 中 雅 数 ( 因 w 一 aa 填 1 一 0), 是 范 为 
土 1; 故 * 必 为 单位 . 设 天 的 基本 单位 为 上 = (4; 二 如 Vd /2， 
则 由 


局 一 


a tava th 
2 | 2 
给 出 Pell 方程 (2) 的 全 部 自然 数 解 (a,, 5)( 此 时 也 称 (ai 十 
BY dd /2 为 Pell 方程 一 解 ). 也 可 和 象 (1) 中 那样 依次 考查 请 一 
1， 2，3， ,第 一 个 平方 数 db 土 4 二 a: 即 给 出 基本 单位 (a 十 
bv a Ya. 
子 环 4 = ZLw dz] 中 的 单位 ae 十 加 wd 对 应 着 方程 
一 人 一 十 1 (3) 
的 解 ， 这 些 单位 形成 UK) 的 子 群 U,(K). 如 果 基 本 单位 <=a 
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十 bv dE UK), 自然 UCK) 一 UolK)( 例 如 4 = 一 17 时). 如 
果 基 本 单位 <= (a 十 bv qd )/2, a 和 46 均 奇数 , 则 s & UCK). 
但 易 知 EE UACK). 种 实 上 ,8e3 = afa 十 3bd) 十 bl3a? 十 
bd) wd, 而 | 
a 36d = (hd + 4) + 3b'd = db'd + 4 = 0(mod8), 

3a + bid = bd td) + ba = dd + 12 = 0(mod8). 
显然 兰 村 CC 玫 多 将 则 上 = Ej EUACK)), 豆 此 时 Uo(K) = 
{ 土 1} X 8》 一 { 士 1 Xe 上 例如 4 一 5 时 ,es 一 (1 士 V 5)/2， 
外 一 (3 十 w5)72, 避 一 2 十 5. 


命题 2 设 实 二 次 域 QCYGq) 的 基本 单位 为 e, 则 

(i) 车 4 有 素 因 子 g 二 3(mod4)， 则 NGCe) 一 1， 

(i) 4 为 素数 2 二 1(mod 和 NC) = 一 1，。 

《ii) 整数 mz 可 表 为 两 整数 的 平方 之 和 若 mw 有 素 因 子 & 
= 3tmodd), 则 oq™ | mm Cs € 2). 


证 人 车 一 1 一 Ne 一 时 一 了 三 (modey 说 明 〔-- 
1/9) 三 1, 即 一 1 是 横 ? 半 方 币 余 , 故 9 兰 1Gmod4), 矛盾 .( 注 
意 (iD 的 逆 命 题 不 真 , 例如 了 = 34 时 , N (6) 二 N(35 十 6Y34) 
= 1). 

(ii) 先 证 素数 三 1(mod4) 可 表 为 两 整数 平方 和 ， 事实 上 
由 (一 1/p) =1 知 上 在 Q() = QCY 二 7) 中 分 裂 , 且 QC 的 
整数 环 B= 2[ 门 为 主 理想 环 ( 实 际 上 易 知 2[ 门 是 欧 几 里 得 环 )， 
故 


(Pp) = = (a 二 如 (a 一 部 ) 一 (人 十 基 )， 
即 知 p= 区 而 pps = 01 Bi OB Ca 十 
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站 KG 十 CC — Bia — bi tits 一 在 ) 一 
Cs 十 如 ) ,这 就 证 明了 充分 性 . 
现 设 芭 二 a 十 避 二 (a 十) (a 一 要)， as 上 5 为 正 整 数 . 车 
m 有 素 因子 4 三 3(mod4), 由 (一 17q) = 一 1 知 (q) 为 2[ 门 的 
素 理想 , 帮 若 (97 (a 十) 则 (tg 六 | (a 一点), 从 而 gm 
fi 证 疡 一 时 十 下 一 (十 下 ) 人 一 下)，a, 二 为 百 素 正 整 
数 ， 故 存在 szEZ 使 sa 土 友 = 上， 即 知 虚 部 TCCa 十 i) (十 
2 一 1 设 vi 十 二 cc 十 By 二 0 小 2 则 
y= 二 ey = (etente — ey) 
= (ce oe = 二 $s), 
py = Cat Bt sD) (a Oo bi) (t — si)) 
一 《rr 十 他人 (位 一 站 一 中 十 1， 
故 
To— py =—1, 
其 中 工 二 at 一 上 妇 €Z, 故 y EZ, 这 说 明 N(E) 一 一 1， 口 


7.1.1 二 次 域 的 单位 与 连 分 数 


实 二 次 域外 = QCYH)(d > 5 的 基本 单位 s, 可 由 v4 的 
简单 连 分 数 展开 求 出 . 这 也 是 解 Pell 方程 
ri— dy=e tc= 士 1], 土 4) 
的 有 效 方 法 . 对 实数 a, 以 [a] 记 其 整数 部 分 . 
展 v qd 为 简单 连 分 数 求 < 和解 Pell 方程 步骤 如 下 ， 


令 [ Vd]=ao， 记 记 二 (V4 oo (Pi, Qi E Zs 


令 [B] 一 a1， 记 记 二 Ba CP,, ED 
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令 [B6i] 二 41s， 记 记 一 (9 一 全 -一 MA 二 Pa. € ZY). 


直到 在 序列 
Q = (Qo Ge 名， 
中 , 第 一 次 见 到 某 Q, = 土 1 或 土 4 (确切 言 之 ; 设 Q, 一 (一 
Le 和 常 记 驴 , 一 1), 则 
E 一 四- 十 gwV dd 
即 为 Q(v gd ) 的 基本 单位 (确切 言 之 , 6 是 x 一 dy: 一 上 的 基本 
解 )， 其 中 六 9 由 下 式 递 归 给 出 ， 
Pi=apit ps pi=], 和 一 Go; 
Qi = i + i 2 一 0， qo = 1 
上 述 步 又 志 得 出 Yd 的 连 分 数 展开 为 
| /Ad 一 如 十 = [es Qs ar 


例如 ,对 了 = v19 有 
v19 = [ao ae, -= [4, 2,1, 3, 1, 2, 8), 
Q= {Qu Qo) = (1, 3 5 2 5, 3 1). 
(其 中 上 划 线 部 分 表示 循环 , 例如 1], 3,$ 二 1, 2, 3,1, 2,3, 
1,，2,3, )， 故 首次 有 QQ, = 1, 易 知 ps 二 170, qs 二 39, 即 得 
QCY19) 的 基本 单位 为 = 170 十 39 v19. 


连 分 数 的 理论 在 许多 初等 数论 书 中 均 有 (例如 可 见 华罗庚 
的 4 数论 导 引 妨 ， 易 证 明 对 每 个 @@,( 称 为 连 分 数 第 = 个 完全 分 
母 ), 总 有 
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一 一 (一 1 全 
而 且 当 |c| 之 Yd 时 , Pell 方程 2 一 dy? 一 c 有 正 素 整数 解 x， 
y 当 且 仅 当 c 二 (一 1)"@, 对 某 成 立 ， 我 们 在 [Zh101] 中 将 此 结 
果 发 展 到 适合 |c| 六 Ya 的 情形 (用 半 单 连 分 数 ). 
还 可 以 证 明 , Y 4 的 简单 连 分 数 展开 总 是 周期 性 的 , 即 
Vd = Laos is es Qs Da0]s 
Q= 0 1, 1), 
而 且 a = i 一 1). 


有 些 类 型 的 实 二 次 域 的 基本 单位 可 统一 求 出 ， 例 如 设 
d= 二 十 rr, ridss 
其 中 s, rE2,5 守 01 且 一 s 之 rr 之 4(s 十 1)13,4 > 5, 则 
Qt wd) 的 基本 单位 
s+vd, 若 r 一 土 1， 
5 一 4(s 十 Yd)/2， 车 r= 二 土 4， 
(二 vq/ir， 若 |r| 关 1 或 4 
这 可 由 vd 的 连 分 数 展 开 得 出 , 留 给 读者 作为 练习 . 


习 题 
1. 设 尺 二 QV …， Yd,) 为 "次 数 域 , 试 证 明天 中 单 
位 根 群 ( 纪 》 能 生 只 能 有 六 种 情形 (f。 为 次 本 原单 位 根 )， 
w= 2, 4. 8, 6. 12, 24. 
， ”2 试 证 明 sinp 和 cos 均 可 表 为 形式 
Bava, 《aiy d; E 0Q) 
的 充分 必要 条 件 为 ?是 15 的 整数 倍 (提示 ,由 习题 1》. 
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$7.2 网 几 里 得 域 


设 二 次 域 
K=Q(d), 
其 中 4 为 无 平方 因子 有 理 上 整数 . 以 A= Ox 记 其 整数 环 , HCK) 
= 瑞 td) 记 其 理想 类 群 , h(K) = (dd) 记 其 理想 类 数 . 

先 探讨 4 二 Ox 何 时 是 网 几 里 得 环 . 按 第 二 章 定 义 , 若 有 了 映 
射 p: 4 NN 使 对 任意 a,8 € 4, 8 天 0 总 有 一 夯 十 r(g rr 
和 4) 满足 条 件 光 rm < 之 gC), 则 44 称 为 欧 几 里 得 环 , 9 称 为 欧 几 
里 得 上 映射 ,此 时 也 称 域 下 为 欧 几 里 得 域 ). 

古典 的 讨论 总 是 假定 ?为 范 上 映射 我们 也 先 如 此 ， 暂时 先 
设 po) 一 | tal| = [Niato)l. 若 对 as 及 去 A PFU 有 

& = gp+r, 
则 葡 儿 里 得 环 的 条 件 |Ntr| < |NCB)| 相当 于 |N (taf8) 一 
9)| 二 记 8 二 gf/PE A. 先 设 d 寺 ?或 3(mod4), 记 9 一 a 十 
bvd,g=zxt+yvd(a,beg, Ty YEZ). 令 c urs 
二 4 一 y. 于 是 条 件 化 为 

8 一 9 一 NGrT+TSVYEI 一 | 人 一 | 二 1 (x*) 
显然 可 选取 +, y 使 |c| 安 计 ,| 引 裤 于 ， 则 (*) 式 对 4 一 一 2， 
一 1,， 2, 3 满足 , 相应 的 域 为 欧 几 里 得 域 . 

再 设 8 三 10nod4). 记 8 一 6 十 多 1 十 V 可 /2， 9 一 工 
ydlitv dd)/2 c=a— rsh ya bEQ, ryED). 
条 件 |NG)| < :NCB) | 迹 为 

INC 一 的 一 1NG 二 SCL 二 VE)A2)| 

一 |tc 十 512)2 — dls/2):| < 1, (x#) 
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显然 可 取 y 使 |s| < 六, 再 取 工 使 


cts/21 = e+ 一 /2 一 2 所 主 


县 显然 (* x ) 对 其 余 的 负 的 4 不 再 满足 . 


定理 1 (1) 当 4d 1 一 2, 一 3, 一 7,， 一 11 时 ,天 一 
人 CY 4 ) 为 欧 几 里 得 域 ( 且 范 上 映射 为 欧 儿 里 得 映射 )， 其余 虚 二 
次 域 均 非 欧 儿 里 得 域 (对 任何 可 能 的 欧 几 里 得 映射 ). 

(2) 当 志 一 2 3，5， 13 时 ; 2( V4 ) 为 欧 几 里 得 域 ( 且 范 上 映 
射 为 欧 玫 里 得 映射 ). 


引 理 1 设 4 为 环 且 是 可 数 集 , 记 4。 = {10}, 对 下 整数 
EN, 归 钠 定义 4, 一 An 一 人 0 志和 人 | 本 一 和 /4 
为 满 射 }. 则 4 为 欧 几 里 得 环 当 且 仅 当 递 升序 列 4, 穷尽 4. 


证 4, 一 AiA5 为 潢 射 的 意思 是 ，4/A4 的 每 个 灵 余 类 中 
均 有 不 ,的 元 素 , 上 述 引 理 对 不 可 数 的 4 也 成 立 , 但 六 应 代 之 
以 比 和 4 基数 大 的 鼻 序 集 克 . 证 明 见 P. Samuel: About Eurclidean 
Ringss J. of Number Theory, 19(1971), 202—301. 


定理 1 的 证 明 ”只 需 再 证 其 余 虚 二 次 域 久 均 非 欧 几 里 得 

域 , 故居 的 单位 仅 为 土 1. 由 引 理 1, 记 A4, = {10}, 4 一 101. 

{0} -一 4A/ 45 为 满 射 意味 着 A148 = 0, 即 5 是 单位 ,5 一 土 1. 故 

4 一 {0,1, 一 1}, 于 是 A = {10; 1 一 1)， 4 A145 为 满 

射 意 叶 着 共 A4/A45 近 3 即 |YG 二 1, 323, 3. 若 | NI =1， 
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则 所 为 单位 ,所 三 士 1. 

(1) 当 ad 三 2 或 3(mod4) 时, IN(5)| 一 2 或 3 意味 着 妇 十 
laly 二 2 或 3 有 整数 解 , 易 知 |4| 志 3 

(2) 当 a 二 1(mod4) 时 , zz 十 1d1y 一 8 或 12 应 有 整数 解 ， 
易 知 Il2| 所 12,; 即 A= 一 7 一 111. 

对 其 余 的 台 值 ,不 可 能 有 使 | 六 | 一 2 或 4. 故 44 一 
4 ， 即 序列 {4。) 在 2 一 1 时 停 目 上 升 ,4) 一 40, 1 -- 寺 未 穷尽 
总 ， 故 4 不 是 网 几 里 得 环 ( 对 性 何 可 能 的 欧 几 里 得 映射 办 吕 ] 


注 记 。 对 实 二 次 域 Q( v4 ), 已 证 明 有 有 旦 只 有 16 个 域 对 
范 映射 是 欧 几 里 得 域 :d 一 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21， 
29，33，37,， 41，57，73. 是 否 还 有 别 的 域 对 萌 的 欧 几 里 得 喘 轴 
为 欧 几 里 得 域 的 问题 尚未 解 尖 . 


$7.3 ”二 次 域 的 类 数 


仍 设 下 =Q(w 9 ) 为 二 次 域 , 类 数 为 上 = 二 CK) 一 上 Cd) 一 
CD), 六 为 区 的 判别 式 . 对 二 次 域 玉 ，Minkowski 常数 为 


v1Dl, 当 大 为 虚 二 次 域 ， 


pl v1DT, 当 太 为 实 二 次 域 . 
于 是 每 个 理想 类 中 必 有 整理 想 了 使 N(J) 扫 Cx. 

先 看 虚 二 次 域 . 若 万 | 所 9, 则 Cx 之 2, 玲 只 能 hLK) 二 1. 
若 五 一 一 11, 一 19, 则 Cx 之 3, 故 每 类 中 含 J 使 NtJ) 一 2 或 
1, 出 一 11 圭一 19 三 5C(mod8) 知 2 惯性 , 故 J 只 能 为 2, 由 
Nt2) = 4 知 不 可 ,地 此 时 也 有 4(K) 一 1. 
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定理 1 (Gauss-Baker-stark) 恰 有 9 个 虚 二 次 域 到 一 
Qt Yq ) 的 类 数 为 hl(d) 一 1， 即 
d=—1,—2,—3,—7,—1l,—19,— 43,— 67,— 163. 
证明 ”我 们 只 对 |D| < 之 320 证 明 , 其 余 见 注 记 1(1)., 首先 
注意 对 wa 一 (rz 十 ywD)/2 E 4, zy 人 ZE 总 有 
INC@| = [tr ~ Dy ) 4| 完 |D|A4. . 
故 若 太一 1, 素数 户 < |D1/4, 人 一 r4 为 疡 在 天 的 素 理想 因 
子 , 则 


P=N® = IN| DAA, 

于 是 了 = fC |p) = 二 2, 匣 (Dj/p) = 一 1, 7 一 户 . 这 一 事实 将 
多 次 使 用 ， 、 

现 设 A= 1, |D| 计 9, |D1/4 > 2. 于 是 由 上 述 知 (D/2) 
一 一 1 即 刀 三 5(Cmed8)， 特别 这 说 明 对 11 之 1Di 志 19 羔 数 不 
能 基 1， 

再 设 疡 = 1，| 万 | 沁 19, |D1/4 > 5 不必 考虑 | 站 | = 20， 
央 为 此 时 由 Cr = (2/z) Y20 之 3 及 2 分 蚁 可 知 h( 一 5) 二 2. 干 
是 由 上 述 知 CD/2) = (Dj/3) = (D/5) = 二 一 1, 即 DD 二 5(mod8)， 

三 一 1{mod3); 了 三 2 或 3(mod5). 故 卫 二 一 43 或 一 

67(mod120)。 对 |DD| 之 5206 内 可 能 有 = 一 43, 一 67, 一 163， 
一 187， 一 283, 一 307, 一 403, 一 427. 但 万 必须 是 素数 ， 否 
则 万 含有 素 固 子 户 < | 过 |Dl/4，, 从 而 由 上 述 知 LD/p) 
二 一 1 与 记分 忠 蕴 盾 , 因 403 = (13)(31), 427 二 (7)(61), 一 
187 二 3:Cmod7)， 一 283 三 22(mod7) ,一 307 志 1:(mod7), 故 
只 剩 下 DD == 一 43, 一 67,， 一 163. 

对 于 了 = 一 163, 有 Cx 之 39, 市 p= 2 3, 5，,? 了 使 
(一 163/p) 二 一 1, 故 惯性 ， 省 为 主 理想 , 在 同一 平 几 类 , 故 
h( 一 163) = 1. 对 也 = 一 43 和 一 67 同样 可 证 . 口 
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注 记 1 (1) 定理 1 最 初 是 由 Gauss 猜想 , Gauss 并 算得 这 
9 个 井 二 次 域 的 类 数 为 1. 但 其 余 虚 二 次 域 的 类 数 均 大 于 1 这 一 
事实 , 长 期 得 不 到 解决 ， 直到 1966 ~ 1967 年 才 由 Baker 和 
Stark 独立 证 出 ,从 而 获得 Fieds 奖 人 [St],fBa])， 

(2) Gauss 还 猜想 , 具有 任 一 给 定 类 数 记 的 虚 二 次 域 的 个 
数 G04) 是 有 限 数 . 在 1971 年 ，Baker 和 Stark 又 分 别 证 明了 
G2) 一 18 1983 年 , Goldfeld 一 Gross 一 Zagier 得 出 惊人 的 结 
果 : 任 给 se 盖 0 均 存 在 一 个 可 有 效 计算 的 常数 c > 0 使 得 

下 (了 D) > cllogl DDI, 

这 就 彻底 解 快 了 Gauss 虚 二 次 域 类 数 猜想 (只 盖 有 限 步 计算 ， 
即 算得 右 方 > 1)， 

(3) 对 于 实 二 次 域 , Gauss 猜想 :有 无 限 客 个 df 20 使 六 Cd) 
= 1. 这 一 猜想 至 今 远 未 解决. 


定理 2 对 于 判别 式 1 声 吕 之 100, 除 4 个 局 信之 外 均 有 
(DD) 一 1， 四 个 例外 是 万 一 40,60, 65, 85, 均 有 及 DD) 一 2. 


证 明 ”注意 此 时 Cx = 计 VTDT < 壮 v105 = 5. 故 每 个 
理想 类 中 必 有 整理 想 了 使 fy) 之 5, 故 了 只 能 是 2 或 3 的 素 理 
想 因 子 . 

仆 设 DD 之 16, 则 Cx 之 2, 故 必 有 二 1, 

让 设 I16 之 DD 过 36, 则 Cx 过 3, 故 只 要 考虑 2 的 因子 J/ 二 
部 . 车 2 慢性, 则 对 钊 二 NN(2) 二 4 六 Cr, 故 必 天 一 1. 还 镁 下 
DD 二 17, 24, 28, 33, 对 这 些 情况 , 和 8 二 (a) 均 是 主 理想 , 因为 
Na = N((z 十 yWD)/2) 一 (2 一 六 D)/4 二 士 2 分 别 有 整 
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解 (3，17，(4, 1)， (6, 1)，(5, 1)， 眠 均 有 上 二 1. 

(者) 设 36 达 DD 之 100. Cr < 和 疝 上 知 当 CD/3) 
二 一 1 时 必 有 = 1， 

对 口 = 40, (2) 二 疹 (3) 一 贸 ; 闪 ;， 故 非 单位 理想 类 由 
人 2， 各;; 或 外 ,代表 , 但 天 一 10 妈 一 十 6 有 整 解 , 故 旬 ;多 和 
[LJ !' = [J 一 [2 入)] 一 1， 故 [ 他 本 一 [3], 
故 [ 儿 3] = [多 :] 1 二 [ 曾 s] ! 二 [ 久 :] 二 [多 :]， 即 知 (40) 
= 2. 

对 记 =57，(x? 一 57y)/4 一 二 2 有 解 (7, 1), 故 2 的 因子 为 
主 理想 ， 对 方程 Cx 一 57y:)/4 二 土 3 即 xz: 一 57y 二 士 12， 首 完 
求 0 入 :过 12/2 使 #57{ (mod 12), 得 :二 3, 故 知 (5: 一 57)/12 
一 ~ 2 因 x 一 67 一 十] 总 有 解 , 喜 x 一 87 二 土 2: 总 有 解 ， 
设 为 (xo， yo). 于 是 ，C57y6 土 so)/4， Cro 十 sy0o) 1/4) 为 x 一 57%y’ 
二 土 12 的 解 ， 这 说 明 3 的 理想 因子 为 主 理想 , 故 h(t57}=1. 

其 余 情 形 可 类 似 得 出 , 读者 可 一 试 , 口 


关于 实 二 次 域 QC V4 ) 的 类 群 瑟 (Cd 和 类 数 站 GE)， 以 及 
Gauss 猜想 等 问题 ,还 迁 未 解决 . 但 也 已 经 有 许多 结果 有 许多 
关于 类 数 站 Gd 一 1 的 判 则 ,， 先 如 [Zh2]5 及 所 引文 献 ) 中 给 出 不 
少 判 则 , 特别 有 ;车 d=s 十 r,|ri 二 1 成 4, 则 Rd 一 1 当 且 仅 
当 小 于 Yd 一 1/2 的 素数 在 天 均 惯 性 . [2h3 一 4] 中 给 出 许多 
系列 (无 限 多 个 ) 实 二 次 域 QC Yq), 使 其 业 群 均 含 (任意 )2 阶 
循环 子 群 (特别 aakdD)， 例 如 一 (关上 二 一 1 和 十 下 人 | 人 一 1 
z 奇 ), 4d 二 (dz 十 1 一 1)2/4 十 t 。(t142" 一 1， a 芭 #). 特别 这 就 用 
简单 方法 证 明了 :对 任意 给 定 的 x, 类 群 含 n 阶 循环 子 群 的 实 一 
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次 不 有 无 限 儿 个 . 取 zt 二 1 则 特别 知 对 =z”* 十 4 和 4z* 十 1 等 ， 
五 (中 含 nn 阶 御 环 子 群 [Luj 和 [Zh5j 给 出 了 许多 类 数 同 余 公 
式 , 例如, 若 s 一 Ia Yq 为 QCY a) 的 蔡 本 单位 , 划 当 # 二 
3(mod 8) 时 有 2h Cm) 二 3tuh Gm) (mod 8); 当 d 三 7Cmod 8) 
时 ， tukhtod) 寺 0 (mod 8). 


习 题 
1， 证 明 (1) 对 于 d= 一 ]5, 一 20, 一 24, 一 35, 一 40 有 
h(a = 2. 
C2) 对 于 4 二 一 23， 一 31 有 Ac 一 3. 
C3) A(— 39)=4. 


7. 3.1 二 次 域 的 单位 和 { 严 文 ) 类 数 表 


以 下 列 出 二 次 域 六 =Qt Yd) 的 美 数 和 基本 单位 , 其 中 
为 无 平方 因子 整数 ，|di<100， 

KK 的 两 个 理想 六 J 称 为 严 义 等 价 的 ， 是 指 存 在 ac 天 使 7 
二 a] 及 (C0) >0( 其 中 入 一 Neg). K 的 (分 款 ) 理 息 按 广义 等 
价 分 类 ,等 价 类 集 称 为 严 闷 (理想 ) 类 群 , 记 为 HTCK), hh' 
站 回 - 称 为 严 光 (理想 ;类 数 , 通常 的 类 群 和 类 数 记 为 厅 和 入. 
当 G<0 时 , 任 -- aE 下 满足 Nia)>0, i 故 寺 +=H. 当 4d>0 
时 ,，N (YQ)= 一 4<<0, 故 五 :一 百 当 且 仅 当 理想 ( vd) 一 
《1)， 即 存在 单位 上 使 Ne) 一 一 1. 当天 的 基 半 单位 的 范 N (#) 
二 十 1 时 ,i++ 一 中, 有 有 正 合 列 : 

=i(), (vd)>H'->H+l. 

对 于 NCe) 二 一 1 情形 , 当量 仅 当 d= 一 a: 十 Ytay 4EZ) 时 日 ` 关 
十 XZ122( 此 时 总 为 偶数 )， 例如 a 一 34 即 如 此 4100 以 内 只 
有 此 例 ). 
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表 1 实 二 次 域 2CvVd) (<d<100) 


{ (5+ ) 为 ( 严 交 ) 类 数 ，(Gm n) 指 相应 类 群 同 构 于 Z/m2Z XZj 
ng) 


基本 单位 
1Tw 2 
2+ v3 
t+ v5)/2 
sv 
8+3 v7 
3+ v10 

10 十 3 VIL 
(3 十 Y13772 
15 十 4 w id 
d+ w15 
4 十 17 


170 十 39 Y 19 


(5 十 217272 


197 十 42 Y 22 
24 十 5 Y 23 
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基本 单位 上 
{5 Y 20)/2 


]1 十 2 Y 30 下 3， 全) 
二. 


11520 十 273 w 31 2 
23 十 4 33 2 

35 十 6 Y 34 六 和) 
上 

| 8 十 Y35 4C2, 2) 


| 6 十 37 i 
37+6 v 38 2 


| 


25+4 39 ,402, 2) 
1324 vAl | 3 


| 13+2 42 (2, 2) 


3482 十 531 ~ 43 


24335 二 3588 YY 6 
-| 


48+7 V 4 好 7 
50 十 7 SL 4(2, 2) 
(7 十 53)/2 1 
89 十 12 v55 4{2, 2) 
151+20 Yi57 2 
99 十 13 v58 2 


197 


530 二 69 w 59 


(39+5 w 33)/2 
1 63+8 v62 

8 十 65 

65- 十 8 w 66 


48842 十 5967 中 67 


《25 十 3 wv 69 7 人 


2514+30 w 70 | 4(2， 2) 

3480 二 413 w71 2 

1968 十 125 w 73 
43 十 5 w74 

~ 

(9 十 Y77372 

53 十 6 v78 


80 十 9 w78 | 3 6(2，3) 
| 
| 


:2 4(2, 2} 


C9 vf B22 区 上] “| 4(4) 


as V83 
gt w85 


10405 十 1122 w 86 


站 十 3 YY 87 4(2, 2) 
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基本 单位 e 下 


500 沾 53 Y 中 1 
1574 二 165 w 91 十 1 2 


二 
[29 十 3 93 3 十 1 1 


2143295 十 221064 w 94 | 十 1 
39 十 4 YY 95 | +1 4(2, 2) 
5604 十 569 w 97 一 1 1 


窜 2 虚 二 次 域 QCtY4q) 类 数 h 
{其 中 kh 二 mXn 或 mx 是 指 类 群 玉宇 2/mX2/n 或 2/m2Z) 
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$7.4 分 圆 域 中 的 素 分 解 及 应 用 


设 方程 X" 一 1~0 (Cr>2 在 复数 域 C 中 根 为 1,¢， 
人 称 为 本 次 单位 根 5( 也 记 “一 吉它 们 形成 一 个 铂 
环 群 W, 其 生成 元 称 为 m 次 本 原单 位 根 . 5 为 本 原单 位 根 当 且 
仅 当 Gi mm) 二 1 域 玉 一 8(5,) 称 为 m 级 分 圆 域 tmm-th cyclo- 


tomic field). 


引 理 1 《tit) 下 一 CQ) 是 全 的 qm) 次 Abel 扩张 
(2) Gal (kK /QQ)  (Z /m2). 


(3) B,CX) 一 HI (X 一 如 ) 在 避 上 不 可 的. 


(4) (— 1)™ Pm" = le- £7). 


证 明 显然 玉 是 癌 一 1 的 分 横 域 ， 放 是 Galois 扩张 . 设 
FX) 是 上 在 和 上 的 极 小 多 项 式 ， 自 然 AI)1E 一 1. 因 f(X) 
的 任 一 根 生 成 到， 故 必 为 za 次 本 原单 位 根 . 故 对 任 一 "ECG= 
Gal( 民 /@)， 必 有 嘴 = 吕 ,其 中 a 为 正 整数 ，1sg< (ay 到) 
一 1. 于 是 oc 一 a 显然 是 0 到 (Z/m2Z)"( 即 2/m2Z) 的 单位 群 ) 
中 的 单 射 ， 

下 证 明 每 个 本 原单 位 根 FF 均 是 A(X) 的 根 ， 为 此 只 需 证 
明 ; 若 多 是 了 {RK) 的 根 , 则 (wt 也 是 7 和 7 的 根 ( 素 教 ptm). 因 
FCX) EZLXJ, 芍 (RR) 二 CFCXI)? tmod 8), 从 而 p(w )， 
而 由 

XxX"—1= [XX—&) 


200 


知 一 
1 = DD". 
出 微 商 (X" 一 1)' 一 mxX"!，, 代入 六 = 知 
mb" ?= [LY ~ #0). 


故 
(~ Dm = [I —#). 
因 w* 二 5 对 某 i 成 立 , 故 ftw*) 是 某 些 站 一 的 积 , 放 知 下 
Ce) |mm"， 与 pm 政 盾 ， 口 
引 理 1 中 的 (XX) 称 为 分 图 多 项 式 , 是 Z 上 glm) 次 不 可 
约 多 项 式 , 以 所 有 mm 次 本 原单 位 根 为 根 , 故 可 得 X" 一 1 的 不 可 
xX"—1= ][®x) 


于 是 由 Mobius 反 转 公式 可 得 
[rs 一 {1 CR 四 LY)™® 


其 中 心 为 Mobius 阔 数 ( 即 当 4 会 平 方 央 子 时 wld} 二 0, 否则 
kd) 一 (一 1 ;7 为 d 的 素 国 子 个 数 , (2D 一 1). 

由 引 理 1(2) 可 知 , 车 加 一 记 为 奇 素数 之 每 , 则 天 为 循环 
域 . 荐 二 2 (之 3)， 网 Gal(K/Q}) 二 ir}yx tr)、 其 中 rf 为 2 阶 
元 ，r( 的 = 和 为 2 7 阶 , 只 二 如. 


引 理 2 《1) 分 圆 域 天 的 判别 式 DCK) 是 xm" 的 因子 . 
(2) 设 pm go, 是 相应 于 户 的 KK 的 Frobenius 自 同 构 , 则 
gst) =e 
(3) 设 pm 人 YYimod pOx), 其 六 二 ， (a, 5E2), 
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证 (1) 站 (天 ) 整除 DiseQ Ti rm 0 ,后 者 又 整除 . 
[= 二 mm" 
i 


(2) 按 定义 oj086) 三 (mod pOr), 币 5(5) 应 当 为 某 本 原 
单位 根 如 , 故 op(5) 二 太 尘 (mod pOx)， 再 由 +3) 即 得 . 


{3) 由 当 寺 如 知 六 -二 1Cmod pOr); 航 p|(1 一 引 个 ,而 
由 (X%" 一 D/AX 一 1 一 Tz #, 以 苹 = 二 1 代入 知 


缠 一 Ia 一 总 )， 
因 phm, 故 若 如 关 信 即 1 一 如 飞 冯 0 则 得 出 蔬 盾 . 口 ] 


定理 1 (1) 设 素数 庆 ba 则 疡 在 天 一 各 ( 避 ? 不 分 歧 且 分 解 
为 (一 他 时 剩余 类 次 数 f==/( 旬 :1p} 是 使 产 一 1(Cmod 
mr) 最 小 正 整数 (Eig),， fg 一 ylm)， 特别 , 素数 p 在 (6) 
完全 分 裂 当 且 公 当 p 二 1{mod m). 

(2) 设 mm 一 为 素数 血 , 则 p 在 下 完全 分 歧 ， 多 一 (1 一 六 
为 的 唯一 家 理想 因子 , 即 (p) 二 (1 一 Ey 

(3) 若 吉 一 户 m ， Ga， 四) 一 1，5 茸 1. 则 素数 户 在 天 分解 
为 

Cp)= PD, 

f 二 Af(@;1p) 是 使 p' 二 1 《mod m 站 成立 的 最 小 下 整数, jg 一 
lm')， 如 ;为 尺 的 互 异 素 理 粗 (1&&i<g)， 
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证 (C1) 由 引 理 2 知 pHDCK), 二 记 不 分 层 , 是 Frobe- 
nius 自 同 椅 o 的 阶 . 而 o6! 二 1 相当 于 oy 《= 有 即 # 一 ,有 即 
p’'=1(mod m). 


- . 实生 一 1 
CPAX)= [| X= 元 = 
dr Pl=1 
| Cx) 
以 了 =1 代入 知 
p= [| 4 —#) 


it EI=1 
每 个 1 一 区 与 1 一 只 盖 单 位 倍 , 这 是 因为 (一 /1 一 和 = ! 
二 二 tIEOrxs 而 (一 他 /AO 一 PD) 一 (I 一 (YAU 一 EE 
Ok, 
(3) 由 (一 人 0w)(5,) 划 得 . 


Kronecker--Weber 定理 断 音 :每 个 Abel 数 域 f 均 含 于 某 
一 分 贺 域 之 中 . 这 是 类 域 论 的 一 个 直接 推论 , 不 过 也 可 用 初等 
方法 证 明 ( 兄 LMa] 或 LZh6]). 但 有 趣 的 是 ,对 于 二 次 数 域 玉 ,我 
们 可 以 立刻 证 明 , 并 由 此 可 直接 得 出 二 次 互 反 律 ， 


定理 2 《1) 设 ; 二 p 为 奇 素数 , 则 羔 二 QC5,} 含 有 了 瞧 一 的 
二 次 域 六 ,是 
F=Q( vO) py. 
(2) 每 个 二 次 域 记 二 QCY d) 均 会 于 中 = {Disc《F) | 级 分 图 
域 Q(to) 中 , 且 帮 是 使 FCOCE,) 的 x 的 最 小 值 ( 称 为 下 的 导 
子 ), 


证 “1206 的 Galois 群 是 jp 一 1 阶 循环 群 。 故 有 唯一 的 
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指数 为 2 的 子 群 , 故 @ ($8) 有 唯一 的 二 次 于 域 . 设 上 ~ 
QC Yq ),d 为 无 平方 因子 整数 ， 其 判别 式 DCF) 必 为 号 (KK) 的 
人 因子, 从 而 为 上 六 的 因子 ， 敬 DOP) 二 十 pd 车 p 三 1((mod 
二 (一 yo- D3p. 
(2) 设 d 二 + 2 De bi;, 其 中 : 二 0 或 1, p; 为 奇 罕 
数 . 记 d Ha 国 1 = 1 十 让/ V2 (从 而 
v2 一 区 十 加 -0)， 故 总 有 
QV d CO Es), 
使 Q( va)Ce8Cs) 的 最 小 m 值 m 分 情形 如 下 ， 
(1) 车 4d 寺 1(mod 4)， 风土 2 二 1, my 一 d' 一 十 dA; 了 DCF = 
4. 
(2) 车 d 三 一 mod 4), 则 十 ?二 一 1，m, 二 dd 二 土 4d， 
D{F)=4d. 


(3) 着 d 圭 2tCmod 4), 出 填 2 二 土 2, ms 一 Bd 一 土 44， 
DFY=4d. 口 


引 理 3 记 吴 如 定理 2(1)， 设 素数 9 关 户 , 则 
dU) g 在 下 分 裂 呈 gq 在 下 二 Q(5,) 有 偶数 g 个 素 理 想 因 子 ， 
(2) 9g 在 下 分 裂 司 (gq/p} 一 1. 


证 (1 地 :Ox 二 多 入， 前 为 甸 的 共 斩 ， 再 在 天 中 分 解 旬 4 
多 即 可 . 
< 擂 : 开 为 循环 域 , g 的 分 裂 域 "为 偶数 gg 次, 故居 "二 FF. 
{2)9 人 分裂 Og 为 偶数 Ce 一 p 一 SSF (p 一 D/2Og* 
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sl1tmod 六 (定理 101))t(orp=1(mod Pp) 千 (gq/p}) 一 1. 景 
后 两 步 用 到 Euler 公式 :Ca/p) 一 ae ?2(mod p), 这 是 由 于 , 模 
p 的 二 次 剩余 共 ( 一 1)72 个 ， 故 愉 为 满 是 a=#1 (mod p) 
的 全 部 ea， 而 由 0 二 时 一 1 一 ta 2 一 1)5ac 2 十 1(mod 记 ) 
知道 ， 非 二 次 剩余 a 恰 为 满足 sa 二 一 1tmod pp) 全 体 < 


系 1( 二 次 互 反 律 ) 设 p, g 为 互 异 奇 素数 , 则 Legendre 
符号 满足 

(0) (~—1p)= C1 0, 

Ci) (2/8)= 6— 1 1, 

Cii) Cg/pY BADD = et, 


证 中 由 Euler 公式 ,< 一 1/p) 二 (一 DV-02Cmod p》, 即 
为 Qi). 

《iiy (2/p) 二 1 相当 于 2 在 下 中 分 裂 ( 见 定理 2), 即 
(一 202p 二 1(mod 8), 即 p 三 土 1 {moqd 8), 有 即 p? 寺 1 (mad 
16)， 即 (一 1) 改 -57 一 1. 

人 ii) (et 一 1 相当 于 4 在 了 中 分 烈 (5f 理 3), 即 (d/q} 二 
《( 一 1 22 一 1 即 得 . 


习 题 
1， 设 疡 为 奇 素数 ,df 为 一 1 的 因子 , Fi 是 @45)) 的 4 次 
子 域 . 证 明 素 数 gl 隆 p) 是 a 次 器 (mod pp) 当 且 仅 当 在 Fs 中 
分 裂 ( 提 示 : 考 虑 9g 的 分 解 . 用 Frobenius). 


87.5 分 图 域 的 整 基 与 判别 式 


定理 1 设 天 一 委 ( 人 ,5 一 名 为 严 次 本 原单 位 根 . 则 
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《> Oxr—=ZLt]， 民 F TEL， 二 ， os Ee"! 是 K/Q 的 整 基 . 
(2) K 的 绝对 判别 式 为 
DK) 一 【一 Dr /mm [poor 


plm 
特别 当 m==p' 时 ， 
DIK)=+p, a=p” {ps—s—1); 
当 户 二 4 或 p=3Cmod 4) 时 ， 士 取 负 号 ， 否则 为 正 号 . 


证 设 户 为 素数 ,入 为 其 在 天 的 任 一 素 理 起 因子 ,天 。 为 
局 部 域 ，O 为 其 整数 环 . 苦口 一 ZL[5 且 一 Disc( 兵 w /他 ) 
为 定理 中 DCK) 的 名 一 分 量 , 则 称 定理 在 8 成 立 . 车 在 所 有 多 |p 
成 立 则 也 称 在 请 成 立 . 只 需 证 明定 理 在 所 有 成 立 ， 

(DD) 先 设 zw, 的 极 小 多 项 式 大 人) 一 名 (X)， 设 于 "一 1 
一 A 六)g(X)，, 币 商 并 以 下 8 代入 得 

me™ = f (gt), 
故 产 (5) 在 户 为 单位 , 由 局 部 域 中 差分 3 5. 6 命题 242) 知 
Zs COp EOs Rs] 一 Zo[Lt AP 人) =Z,[8]， 

即 知 在 加 成 立 . 

以 上 推理 和 结论 显然 也 适用 于 相对 分 圆 扩张 天 一 严 [5o]. 

再 设 mw 二 yp' 为 素数 寡 . 于 是 局 部 扩张 天 wy/Q。 完全 分 此 ， 
外 一 一 多 .由 局 部 域 的 党 全 分 足 扩 张 理论 知 {1, 1 一 8 …, (1 
一 的 < 是 到 /1@, 的 整 基 , 再 由 2,[1 一 杞 一 25[6] 即 知 C1) 在 
正确 , 对 x 二 记 ' 正确 . 

对 一 般 情 形 , 设 加 一 mm 志 ， (wp) 二 1, 设 各 为 p 在 KK' 一 
QCy) 的 唯一 素 国 子 ， 则 Op 一 Ze]， Ov =Op Lt, |=2, Ley 
各 一 [和 
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《20) 先 设想 一 广 ， 记 # 一 红 丰 由 节 7.4 定 理 1527 的 证 明 中 
C# ) 式 知 
(DP Np ts, 
即 得 产 (6)，, 注意 DDCKD)==( 一 2" DNge( 让 (56), 
RN) = 11 b 二 (一 1)", 又 ww 一 如 ”是 pp 次 本 原单 位 
根 , 故 


NC —w) oNooetl rw ) 2] 
一 | {1 ver Yt 一 pr 1 
即 得 定理 ， 
再 看 一 般 情 形 ， 对 mx 进行 归纳 . 设 严 一 ze'4 9 为 奇 素数 ， 
(gy 78) 一 1, mm' 让? 设 KK' 一 00) Kr 一 005), 于 是 由 下 式 


最 得 定理 ， 
[DOR = [DOK I*T DOR) |r™, 口 


习 题 
1. 车 lm， n)=1， 则 QE NO =. 


8 7.6 分 圆 域 的 单位 与 类 数 


设 分 圆 域 及 一 个 ( 作 ,一 g， 显然 乓 到 已 的 每 个 嵌入 均 为 
复 能 入 (因为 实 单位 促 有 士 1), 阁下 的 独立 自由 单位 个 数 为 
ef]J72 一 1. 当知 为 奇数 时 ,一 名 为 2m 次 本 原单 位 根 , 均 丰 
中 单位 根 群 为 史 = 一品 )，2m 阶 . 当 ym 为 偶数 时 , WW 二 ,为 
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定理 1 (1) 着 m= 为 察 数 曙 ， 则 (1 一 站 )/OQ 一 次 单 位 
(对 任意 与 mx 互 素 的 正 整数 a). 

(2) 若 mx 有 两 个 以 土 不同 素 因子 ， 则 1 一 #7 是 单位 (对 任意 
与 实 互 素 的 正 整 数 a). 


证 (1) 见 $7.4 定理 1C2) 的 证 明 ， 
(2)* 是 本 原单 位 根 , 故 只 需 证 1 一 8 是 单位 . 记 吉 二 p'm'， 
Cm s 十 ) 一 ]， pm2, t=t,y * Er 则 


了 1 
x*—1= [EX —#), 
;=D 
器 : ol 
X= IX ty), 


dE) Fy) 一 Ta 一 各 全) 


车 im' >2 是 周 数 徊 ， 则 左边 为 单位 ， 故 右边 也 是 单位 ， 特别 1 
一 一 1 一 久生 为 单位 ， 再 对 关 的 素 因子 个 数 归纳 即 得 定理 , 口 ] 

复 共 轿 映 射 o 是 天 的 自 同 构 , 因 o 是 2 阶 元 , 故 其 固定 子 
域 是 和 "72 次 域 ， 记 为 有 +， 这 是 天 的 最 大 实 子 域 . 因 QC 十 
小 是 实 域 , 而 癌 一 此 十 站 十 1 一 0 故 

K+ =Q(t+e), 

K+ 的 单位 群 上 + 一 < 士 1) XZ', 它 的 自由 秩 s 二 glim)/2 一 1, 与 
的 单位 群 U 的 秩 是 一 样 的 ,它们 的 基本 单位 系 是 否 一 样 呢 ? 
有 如 下 定理 . 


定理 2 设 闷 二 产 为 奇 素数 训 之 竺 ， 则 天 的 基本 单位 系 
也 是 五 的 基本 单位 系 . 
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Pa 


证 设 z* 是 天 的 单位 , 守 为 其 复 共 元 ， 则 “yu 是 单位 根 
( 因 其 任意 赋值 均 为 1). 记 5=54: 则 如 也 是 pp 次 本 原单 位 根 ， 
天 的 单位 根 群 权 一 (一 吕 )， 故 存在 整数 2 使 4/a 一 (一 是 一 士 
， 即 x 二 土 wr 若 此 式 中 抽 呈 成立， 则 wb" 在 所 上 的 极 小 
多 项 式 为 XY) 一 卫 ? 一 wb 其 分 户 (ubr) 一 2ub* 为 外 一 adie 单 
位 (外 为 在 居中 素 因 于), 故 从 在 久 /K' 不 分 歧 , 这 与 外 在 
并 /好 完 全 分 歧 了 矛盾 . 故 知 wt 一 赤 "* 为 实 单位 , n= “nt.。 口 


关于 玉 二 Q(5,) 的 类 数 h,， 利用 Minkowski 常数 易 算得 : 
当 3 达 m 扎 10 时, hs 二 1 可 以 证 明 当 mw 态 19 时 均 有 二 1, 且 
不 再 有 其 它 的 素数 加 二 户 使 有 ,二 1 向 如 hss 二 3. 

历史 上 , 分 区域 的 类 数 与 Fermat 大 定理 关系 密切 . 


定理 3 若 奇 率 数 pth。 (是 中 5 的) 的 类 数 )， 则 Fermat 
方程 x? 十 y* 二 g*，(xyz， 户 ) 二 1, 无 有理 整数 解 . 


证 先 看 p=3. 若 3tzx 则 zw 二 土 l (mod 9). 对 yz 同样 ， 
圾 十 三 一 2,0, 或 2Cmod 9)， 改 Fermat 方程 无 解 ， 对 二 
5， 考 虑 模 25 朵 样 可 证 ， 当 产 芝 5 时 , 车 + 三 y 三 一 x (mod p)， 
则 一 2z! 二 z+，3z? 三 0(mod 户 )， 与 奸 3z 耶 盾 故我 们 总 可 设 了 
闫 ytmod p) (否则 重 写 为 zt 十 (一 z)? 二 (一 y)?)， 广 显然 可 设 
zy 两 两 互 案 ,我 们 需 以 下 引 理 , 记号 如 定理 3: 


引 理 1 (1) 理想 (xz 二 Fy) ,7 一 0, 1 …,p 一 1, 两 两 互 素 
(其 中 y, x EZ 满 必 x 十 Y= 二 2*， pryz). 
(2) 若 aE2[tj, 则 we 二 atmod p), a EZ. 
(3) 设 a= 二 at 十 … 十 wp ?1 aiEZF 且 至 少 有 一 个 为 
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0, 若 有 理 整 数 zla, 则 ze(os5j 委 p 一 切 . 类 似 地 ， 设 所 有 的 
aiEZ, 旧 至 少 一 个 为 0 车 pla 则 plajt0& jp 一 1). 

证 《1) 设 (z 十 区 与 他 十 7 有 公共 理想 素 因 子 伊 ， 刚 
六 18y 一 y= 二 wt1 一 8)y， 其 中 因为 单位 , 故 作 一 (一切 或 
旬 .3 类 似 可 知 久 |( 吕 (z 十 和 四 一 晤 (Cr 十 戎 77 一 四 (一 切 了 ， 坝 
如一 (一刀 或 太 1z 因 ,y 互 素 , 故人 二 (一念 ， 于 是 了 一 3 二 
十 y 三 0Cmod 鲁 ), 即 x 十 y 三 0cmod 产 )， 帮 于 一 到 十 好 到 < 十 
y= 二 0Cmod pp), 故 户 |z, 六 盾 ! 

(2) 设 m 一 名 十 8 十 和 十 机 各 则 到 壬 8 十 十 
(by at bb, mod p). 

(3) {1 5， 中 的 任 记 一 1 个 元 素 是 2[ 引 的 Z- 基 ， 
因 有 一 个 a;==0, 故 其 余 a 是 一 个 基 中 各 元 素 的 系数 , 故 得 第 
一 个 结论 . 第 二 个 结论 类 似 可 得 . 


继续 定理 3 的 证 明 , 设 Fermat 方程 有 解 zx，y，z， 将 左边 

分 解 ， 考 虚 理想 方程 ; 
T+ ty = G7. 
因 堪 侧 的 理想 两 两 豆 素 ， 故 每 一 个 均 为 某 理 想 4; 的 5 次 竹 ;《z 
ty) 一 A 因 4A? 为 主 理想 而 pths， 故 A 必定 为 主 理想 . 设 
A 二 (a) 刚 (x 二 二 (a2) 二 Ey 二 tar(# 为 单位 }. ‘(注意 ， 
此 结果 正 是 历史 上 以 为 2[ 4 是 唯一 析 因 环 所 想得到 的 ), 设 i 
二 1 而 省 去 足 标 , 则 得 二 5y 一 wa? 定理 2 说 明 x 一 ay， 其 中 
w 为 实 单 位 ， 引 理 1(2) 说 明 wr 三 a (mod 思 )， 帮工 十 ty 一 uot 
三 Kaltmod p)， 同时 x 十 by 一 wat 三 b "watmod pp)， 攻 
Ext triey) (mod p), 
即 
210 


TITHEy— rly=0 (mod p). Cx) 
著 418 5,51 互 异 , 则 引 理 103) 说 明 户 | (x y)， 不 可 能 . 
故 它 们 并 非 互 异 , 因 显 然 1 天 六 太 关 8 '，, 故 有 以 下 三 种 情形 : 
CD 1 二 引 ,，《*) 式 化 为 6y 一 61y 三 0(mod p)， 由 引 理 1 
知 piy, 与 原 设 蔬 盾 , 
(2) 1 一 E71， (于 化 为 (x 一 y7 一 (rz 一 yt 二 0(mod p)， 
引 理 1 说明 p1{x 一 y)， 也 与 证 明 开始 所 说 也 盾 . 
《3 一 和 (x ) 式 化 为 了 一 中 rs0(med p)， 胡 p|zx, 巴 
盾 . 口 


注 记 对 于 p1xyz 的 情形 , 定理 3 也 可 证 明 是 成 立 的 . 但 
基 如 何 判断 ph 呢 ? 设 Bernoulii 数 B 由 下 式 定义 ， 


te — 1) = DBainl. 


好 一 让 


1 1 
例如 Bo=1, B= — 5 + BB; 二 6 » Bi=0, Bti=0, B= 一 高 
B 工 . Kummer 证 明了 : 


“4 
plhSp BB. th=2, 4d, Bs, 疡 一 3 


习 题 
1 Cw 十 tw ) 的 整数 环 为 9[4. 十 $31]. 
2, 具 钵 求 出 Q48s) 所 含 的 3 个 二 次 子 域 . 
3. 设 记 为 奇 素数 , 证明 QC 有 唯一 的 次 子 域 K. 证 明 
27! 三 1(mod p*) 当 且 仅 当 2 在 下 完全 分 列 . 
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第 八 章 ”特征 与 解析 理论 


$8. 1， Dirichlet 特征 


设 mr 为 正 整数 、 群 同 态 映 射 
¥: (Fm 一人 

称 为 一 个 模 mm 的 Dirichlet 特征 (character)， 简称 DD 特征 ; 或 
特征 ， 这 里 GG 二 (2Z/m2Z) 为 Z/m2Z 中 的 单位 莱 法 群 . 模 台 的 
一 特征 全 体 是 一 个 乘法 群 ， 记 为 G。 出 如 G,=={ 和 1， 一 1}, 族 
安 , 一 {Yos 各), 其 中 和 (一 1 于, 为 (一 1 一 一 1. 若 令 和 (ae) 一 
LVY aEGe， 出 习 是 特征 , 称 为 主 特征 , 常 记 为 为 一 1. 此外， 
依 X( 一 1 一 十 1 或 一 1, 分 别称 x 为 偶 特 征 或 奇特 征 . 侦 特 征 全 
体 (G)+ 是 的 子 群 ,指数 为 2. 

车 aEZ 与 m 互 素 , a4€2/m2, 也 常 记 X(a) 一 X(2). 当 a 
EZ 与 mm 不 互 农 时 , 常 记 Xe 一 个 

设 mm= 疡 为 奇 素数 户 之 里, 则 GG。 一 ‘EB) 是 向原 要 g 生成 的 
gm) 一 ( 轧 一 Dp 1! 阶 循环 群 , 由 于 gm 一 1 故 对 任 一 XE G。 
均 有 

Xa =Xg" =x)=1; 
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即 x(g) 是 Go) 次 复 单 位 根 ， 另 一 方面 令 
Ca}=8 C=0, l,m Hm) OO—1), 

及 (EB) 二 XE)' 一 5 其 中 5=txm)， 则 得 到 glx) 个 模特 
征 入 ;Xxmw-1; 它们 谷 为 模 zm 的 全 部 特征 (因为 xtg) 只 有 
这 几 种 可 能 到 值 ). 记 基 一 pw， 则 二 py Gm= (X1). 

再 设 吉 ==2. 当 * 一 1 时 显然 只 有 主 特征 . 当 s 一 2 时 已 知 有 
6,= [Xs 和 ). 当 s 守 3 时， 

Gr ={—1}X(5), 
其 中 (一 1) 是 2 阶 群 ‘5; 是 :=2”* 阶 群 , 若 
a=(—1}(5)’, (6=0, 11i—0; 1 一 1)， 

则 Xe) 一 帮 一 17(57 人 一 1 一 1，X(57 一 1， 故 X( 一 1)= 土 
1, X(5) 是 上 次 单位 根 , 令 

和 一 (一 1122 (e0，1; j=0 0 ft) 
则 得 到 区 mm) 个 模 和 加 特征 Xj. 记 Xo 二 $, Xa 二 pz 二 Pp, 即 $ 一 1) 
=—1, pO)=E, Vy=y¥e, 

Gas= ps P= {1 pr es ps Ys Bo Bo), 
一 般 地 , 设 
m ~ 六 :的 :一 ma 
其 中 p; 为 不 同 素数 . 设 ,为 模 mm; 的 特征 ， 则 
XR Xp pK, 


为 模 mr 特征 ， 由 此 好 得 刘 gm) 个 模 了 特征 ， 若 硬 : 一 和， 31 节 3， 
则 显然 
X= pipkpy, 


其 中 Pi= pn (OEH 2, Oj) 《 当 2 » =0, 1) 即 
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为 模 m 的 全 部 特征 ， 亦 即 
Go= Go XX 仓 。. 


我 们 可 对 更 一 般 的 情形 讨论 如 下 . 

对 任 一 有 限 Abel 群 C, 定义 G 的 特征 为 群 同 态 映 射 X:G 
->C*. 如 的 特征 爹 体 记 为 ,是 一 个 Abel 群 . G 可 分 解 为 循 
环 群 的 直 积 

人 一 4 人 和光 (gs)， 
于 是 


Gx ho), 
而 8 阶 循环 群 (g} 的 特征 群 为 (po;, 也 是 gg 阶 循环 群 , 因此 我 们 
得 到 群 同 构 : 
GG. 
另 一 方面 , G 也 可 看 作 是 的 特征 群 , 肥 对 gEG 和 XEG, 害 
义 g( 人 D 一 XY(g). 因此 有 等 加 (或 称 为 自然 同 构 ); 
EC. 
为 了 更 好 地 表现 各 与 如 的 这 种 丰 互 对 等 的 地 位 ， 宣 记 
(g» NgtX)— Xlg). 
因而 我 们 自然 就 有 了 一 个 非 退 化 配对 
GX GC—C'. (sx 
G 和 所 的 子 群 问 有 很 好 的 对 偶 关系 , 设 喜 为 G 的 子 群 ， 
记 
Hi={XE GI DD=1, YAEH), 
称 为 及 的 正 实 补 ， 
引 理 1 《1) Hi=(G/H)  ， 
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(2) HO/H., 台 1 
3) 《五 - 针 一 五， 
证 (XxXEHIOX(H)=1 
YXGECG/)”. 

(2 限制 映射 台 一 = 喜 的 核 为 。 型 |GAD” |s 
Hlt, 只 和 需 再 证 它 是 满 射 由 # H'! = 
# (CGE) 一 CGAH), 即 知 # 二 = 
#H~= HCG/HLY. 

(3) 显 然 吾 CCH+)+, 胃 因 二 者 元 素 个 数 相同 , 即 得 所 窝 
证 ， 口 

由 于 加 与 全 的 对 偶 性 , 引 理 ] 也 有 其 对 偶 性 的 结果 ;对 于 
避 的 子 群 承 , 可 同 梯 定 义 了 :CG, 则 Xi=(G/X) ,多 一 
GCG/AXLt，(X1)! 一 多. 引 理 1 对 局 部 紧 Abel 群 也 成 立 . 


外 和 | 合 H 


1 


例 1 Gs 一 (2/62)' 二 人, 了, 航 G6 二 {1, Xx}, XC-1) 
汪 一 1]， 


例 2 Gs= (2/82)" 一 人 条, 3, 5 7) 二 (一 1)X(5). 获 G。 
二 {DP} 一 {1， 2s »， so}. 由 于 t=—1, 而 {! 士 1; 士 5}= |， ?7s 
5，3}(mod8)， 故 有 下 表 


例 3 Gis=(2/162)"=(—I) X05), Ge= (pp), t=t, 
一 由 p(5) 二 1， 由 于 土 1, 二 5, 十 时 , 土 络 模 16 分 曾 同 杂 于 1， 
15; 5, 11; 9，7; 13, 3、 故 知 

pt1, 3, 5 7, 9 11; 13, 15)={1, ~isi, 1, ~1,i, 
—i, 1)， 

pl, 3， 5 7 9 11，13，15? 一 (1， 一 1，1， ~1, 1, —1, 
1, —1). 口 ] 

车 吉 是 的 倍数 , 则 模特 征 X 诱 导出 模特 征 ， 

(Zim2) (Zn) oC. 
故 X 也 可 看 作 寞 mm 特征 . 故 XY 的 {定义 ) 模 不 是 一 定 的 . X% 的 最 
小 模 称 为 其 导 子 (Conductor), 记 为 疡 或 contX), 而 廊 称 为 模 
疡 的 本 原 特征 Cprimitive character); 此 时 x 在 Z 上 的 取信 和 以 
疡 为 周期 , 今后, 均 认 为 特征 人 * 是 以 其 导 子 六 为 摸 的 (除非 特 
别 说 明 》， 即 均 视 为 本 原 特征 ， 

例 1 中 的 模 6 特征 X 不 是 本 原 的 ,可 出 模 3 本 原 特 征 加 诱 
导 得 到 , 这 里 za 一 1 一 一 .注意 当 考 虑 在 和 上 取 值 时 ，7 与 
入 是 有 区 别 的 , 例如 入 (4) 一 X301) 一 1 而 XY(4) 二 1( 因 为 4 与 6 
不 互 索 , 而 与 3 互 素 )， 所 以 在 ZZ 上, 本 原 特征 取 入 为 0 的 情况 
最 少 . 例 2 中 ,多 对 模 8 不 是 本 原 的 ,是 模 4 本 原 特 征 , 取 值 以 
4 为 周期 . p 和 gp 是 模 8 本 原 特 征 ， 

设 让 和 六 的 导 子 分 别 为 fs 1- 令 模 m=Lem{fi: 放 ) 的 
特征 X 为 ， 

Xa Xa (a2), 
所 凑 定 的 本 原 特征 XX" 定义 为 记 注意 积 光 ;与 X 的 导 子 相 
同 , 但 可 能 不 是 mm 不 过 当 六 与 户 互 素 时 ， 易 知 确 有 fx 一 
Ff:. 
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$8.2 域 的 特征 群 与 素 分 解 


设 工 一 L, 一 .0,7 为 分 贺 域 , 其 Galois 群 可 以 等 同 于 G= 
GG 一 CZ/mZ)"， 即 将 5 等 同 于 ;其 中 恩人 一 名 .所 以 模 天 
的 Dirichlet 特征 也 就 是 域 工 。 的 Galois( 群 的 ;特征 . 

二 的 子 域 全 体 {KK} 是 一 个 格 , 它 与 G 的 子 群 格 { 吾 } 之 间 反 
序 1:1 对 应 (Galois 理论 ) 而 G 与 G 的 子 群 格 之 间 也 是 反 序 
1: 1 对 应 ;及 一 一 日 一 X+(§1 引 理 1). 所 以 工 的 子 域 格 {K} 
与 忆 的 子 群 格 { 芝 } 之 间 保 序 1: 1 对 应 ; 

Ke 一 一 五 < 一 一 碟 ， 
即 下 对 应 于 (对 于 上 节 配 对 Cx )) 特 征 子 群 
X=H:= {YE GR)=1, 对 EH-GL/K)), 

记 久 = 下 , 称 为 的 特征 群 , 而 任 一 特征 子 群 X 对 应 于 一 个 
子 域 


K—Kx—{aELlg(te)—a, 对 gE Xt). 
自然 有 KCKAOKICK2, (KK =KkK,. 
车 匡 =(X¥) 是 x 生成 的 循环 群 ，X 的 导 子 为 f=fy, 则 站 性 


如 
Le] 
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G /= (2/2 , KxCL=Ly, 
设 革 是 一 些 刀 一 特征 构成 的 任 一 群 , 令 


m=lLem{f}, 
XE 


则 正己 ,Kx 己 2s = 二 Q(t) ,xm 称 为 天 种 x 的 导 子 .显然 
Kx 是 五 = 和 KerX 的 固定 子 域 , 由 引 理 1 及 Gk 一 Gal(K/0) 二 


G/H, MOr—Hi—X. 


更 进一步 , 设 一 天 ， 即 玉 基 特征 群 X 对 应 的 Abel 域 ， 
则 与 上 述 同 样 易 知 , 天 的 子 域 格 {F} 与 区 的 子 群 格 {Y! 之 间 是 
保 序 1 :1 对 应 的 , 因为 二 者 均 与 Gx 一 Galt 尺 ) 的 子 群 格 {1} 反 
序 1: 1 对应; 

Fey. 
事实 上 , 由 于 Gx= 久 , 故 有 配对 歇 身 
Gr XX——C0', (g: DD=X(g). 《aa 
对 给 定 的 于, 令 
Y=—{XEXIXO =1, 对 jEJ=GCKI/F)}, 

则 由 引 理 1 有 (对 配对 C# * )): 

Y=J=(GeN) 一 Cr 

L 企 = 光 1 


及 之 ,对 给 定 的 Y, 令 
下 二 (了 站 的 固定 子 域 }， 
则 了 i 二 QCK/F) 一 .JGalois 理论 ), 故 了 = (YL)L 一 站 一 全 cr 


例 1 六 =@( 扩 ) 中 的 复 共 辑 即 为 自 同 构 e，: 刀 
广 一 所 在 Co 一 ZrZ) 中 表亲 为 一 1， 子 群 寺 二 (一 1)C 
Gu 的 固定 子 域 为 一 (十 21); 玉 在 G。 中 的 正 交 补 为 
Hi= {Xx(—1)=1)=67, 

恰 为 个 特征 全 体 . 故 知 Ct) ==(G。)1, 而 XEG。 对 应 的 子 域 
为 实 开 人 XE (一 1xX( 一 1) 二 1,， 即 X 为 偶 特 征 ， 所 以 偶 特 征 
也 称 为 实 特 征 . 例如 在 侣 js 中 C 上 节 例 3)，o 是 偶 特征 , 少 是 奇 
特征 , 故 


Gis= tp Ugtp), 
<P} 对 应 了 ua 的 上 次 实 子 域 Li, Ls 二 LEC 一 1). 


例 2 Gs={1, 上 yy yp: 其 中 6{5) 二 一 1， pC—1)=1, 
pt3)=—1, pt5)=1, gC—1)=—1, ¢(3)=—1. 故 (p}+ = 
《一 1] 全) 二 (5)， 《yp)+ 二 (3)， 考 虚 

局 一 和 CCY E+ 2 -OY 2, 0), 
okbs = = t= vi vi i)/2, ob = 
(~ 2 a/2o b= (V2— L 
AAA 故 ee， 分别 固定 


GD ,8cCw2i 分 别 对 应 特征 子 群 [we 
《p) (p), gp). 入 自 A 


全 
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任 一 Abel 数 域 天 必 舍 于 某 分 圆 域 (65) 中 (Rronecker 一 
Weber 定理 ， 见 下 章 )， 故 总 可 用 万 一 特征 群 刻 画 . 以 下 用 特征 
群 刻画 素 理 想 分 解 . 设 


二 Ie’; 
产 
于 是 相应 有 直 和 分解 
G, = (Z/m2)" = [I (2/8°2)", 
GG 一 TITec。， 

X = 由 入， 
其 中 x, 是 模 p' 特征 , 称 为 的 户 一 分 量 , 设 先是 G。 的 子 群 , 记 
,二 {Xp|XEX). 


定理 1 设 X= 关 是 Abel 域 扩 的 特征 群 , 则 素数 户 在 天 
的 分 歧 指 数 为 
ept 民 ) 二 闪 ( 及 ,)， 
证 明 设 m=Lemtfxj, 则 KCIm. 设 w= pw ,pm ， 


记 M=KL,=KK(w), 于 是 MM=( 久 ,上 wm) 一 X,X Lm, 其 中 x 
L 
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表示 直 积 ， 记 X 对 应 的 子 域 为 天。， 刚 MM 一 KK,Lw. 由 于 户 在 
工 ,不 分 歧 , 故 记 ( 民 ) 一 ciCMD 一 er( 民 一 [天 :0 =#(X,). 
定理 证 毕 吕 

在 定理 1 中 , e, CK) 一 1 意味 着 (了 Y,) 一 0, 即 XEX 的 思 - 分 
量 均 是 平凡 的 , 故 有 


村 1 $5 在 KK 非 分 赎 导 XCp)0 (YY XE KK) 
ptfy (vv XE KY. 


定理 2 设 X= 天 是 Abel 域 天 的 特征 群 ， 
令 Y—{XEX|XC(p) EO, 2=iXEXIX(p)=1}, 则 
(1) XX/Y 宇 T， (zp 的 惯性 群 ). 
(2) 天 /2Z 宇 D， (jp 的 分 解 群 ). 
C3 Y/ZED /AT, 


证 明 了 对 应 的 子 域 Kr 是 户 卡 
在 关 的 最 大 非 分 歧 子 域 , 故 y= 
K' 为 慢性 域 ， 从 而 T=G(K/Ky) 下 了 
=X/Y, f Xp) #0 
现在 Ky=Y, 设 m=Lem{f} KK Zz 
XEY), MN KyL, OE.), phins g Xp =1 
由 在 工 。 的 Frobenius 自 同 构 o,==p Q 1 
E (Fm2)" 一 CG 而 pp 在 Ky 的 
Frobenius 自 同 构 o,' 是 c, 在 Ky 的 限制 , 若 XEY, 则 在 
Gal(F。/K (限制 晚 射 的 核 ?} 上 作用 平凡 , 故 (op) 二 Xtop)， 
特别 zz 一 1eX(C 一 1 故 Z 一 (oo + (对 于 配对 GRY)XY 
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一 C0"), 故 

ZE to, ). 
特 员 知 剩余 类 次数 ， fg, ?一 人 ZY)， 央 Frobenius 有利 同 构 
cx 的 外 定子 域 是 户 的 分 型 域 Ki, 套 由 72= (Ce) 1 知 Z 二 K'",g 
二 (2 :1), 这 也 说 有 明 六/Z 守 DD,. 口 


$ 8. 3 Diriehlet 级 数 


数论 中 常 涉及 如 下 类 型 的 级 数 , 练 为 Dirichlet 级 数 , 或 简 
称 光 六 -级 数 ， 
/= 了 


pr 
其 中 是 复 变数 ，14,} 是 复数 序列 ， 稼 记 
3 二 人 十 iT Ca, TERY., 


定理 上 (万 -级 数 的 右 父 性 ) 和 共 品 -级 数 == Zon 对 5 一 
5 取 俘 ， 则 在 区 域 Rel) 守 a 一 Re(s) 内 版 钱 ,此 在 此 这 域 中 任 
一 紧 梨 上 一致 收 化 (其 中 Re(s) 表 示 s 的 实 部 ). 


证 ” 先 回 忆 部 分 求 利 法 . 设 4 一 a 十 十 a BB 二 名 十 ** 
工 b,， 如 


1 


dab, — AwBa 二 之 4 Co -hy 


所 给 级 数 了 可 与 为 


ee 


. 好 1 
/= 吕 生 法 


和 


记 PsGso = 3 则 的 尾 段 


- Qe 1 
fn = >) cr 
Pe > 能 呈 - 
DP, (so) P, (so) ”3 
| Zr C50)B, 

加 1 1 Tt1 _ 
上 中 B= km {k 十 了 六 加 {8 | i 
由 题 设 知 | 已, | < 已 ( 囊 数 ) Rets) 二 oo 字 0 十 (6 07， 
上 ;一 6| 之 CE 常数) | 帮 | 二 || 实 1x| 和 地 

rl dr 
‘|p ) 如 | 去 PSlsl PC 和 
1 


PCS !( 
定理 证 华 . 

由 此 可 知 ， 对 于 户 - 级 数 总 存在 实数 z.( 称 为 收 敏 横 举 
标 }, 使 当 Rets)>o, 时 了 收效 ,， 当 Rels)<g, 时 不 收 敦 . 


= PO lm 0 mm > 0). 
可 


定理 2 若 存 在 贡 数 好 和 0 使 
[a = | 二 二 a Mn CY 
加 了 一 了 的 收 敦 权 坐标 Ea. 


A 
证 明 f= Dopp- + DB 
上 二 可 十 | Po 
其 中 
- 1 1 +t! dr 
A 本 Ek 十 1Y: =s| Ell" 


设 Rets) 二 g 二 6 十 8(6>0)， 如 同 定 理 ] 证 明 可 知 
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£11 er 


3 as a) < MHI < well 二 


' dr 


< Ms 号 六 TS Mls jE fm ~ 0, 
再 由 -A/a'|SM/w>0, 由 得 所 欲 证 . 站 
Yo yl 
ts} 和 记 ， 


这 称 为 Riemann Zeta 图 数 , 因 |4,| 二 xn!， 由 定理 2 可 知 #cs) 的 
收 侣 横 坐 标 mm 委 1.、 对 实数 1, 用 积分 通 近 5) 有 


1 er 加 1 
| tlt 


此 

1 1) As. 
这 说 明 , 如 果 &(s) 可 解析 开拓 到 Re(s)<1( 除 个 别 奇 点 之 外 )， 
刚 ;二 1 是 其 1 阶 极点 , 留 数 为 1, 期 C09) =17 (5 一 1) 二 a/{s 一 
1):+* 


定理 3 当 Re(ts)>0 月 s 关 1 时, $55) 解 析 ., 市 ;= 二 1 是 地 
(5 的 1 阶 极点 ; 留 数 为 1. 


证 明 令 


£5) = 1— 十 二 Van, 


则 A, 二 》 a 二 0 或 1, 由 定理 2 知 $603) 对 于 RCs) 疡 0 解析 . 
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Es) tts te) 2 1! (Rels) 1), 
即 
bs) = (1—1/2 ts), 
这 就 将 85) 解析 开拓 到 了 Rels) 之 0， 再 证 除 s=1 之 外 无 极点 ， 
邯 要 证 1 一 172 一 :时 , 序 ;一 2xin/log2 一 1Cn&Z) 时 ; s 不 是 5 
的 极点 . 但 若 令 
2 ,1 


一 1 十 土 站 工 se- 
bs (5 二 1 十 就 st 


则 同 上 可 知 丝 (3) 二 (1 一 /3 Els), 于 是 tG3) 的 可 能 极点 内 能 
是 :==2zim/log3 十 1(mEZ), 从 而 需要 二 2", 此 不 可 能 ， 癌 


定理 4 设 有 复数 p, 常数 C>0 和 00 过 1 使 
A 且 二 十 十 二 十 O(n'1)， 
即 
14 一 ap|sCo CY n>0), 
则 f= > aspor 可 解析 开拓 至 ReCs) >o1， 只 在 ;一 1 为 单 极点 
且 留 数 为 p. 


证 明 /9 一 psCs) 的 系数 部 分 和 为 4, 一 np, 越 由 定理 2 
知 9) 一 p80s) 在 Rets)>q 收 委 此 解析 ， 再 由 定理 3 靶 得 . 加 


§ 8.4 zeta 函数 和 工 - 乓 数 


设 届 为 证 次 数 域 , 记 和 NT 一 Neocy 下 的 CDedekind) 
Zeta 函数 定义 为 
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Exrts) 一 > NF 


了 


其 中 了 过 大 的 效 理 想 ， 


定理 1 设 s=Rels)>1, 旬 这 KK 的 非 0 康 理想 , 则 有 : 
] 
(1) 2 万 机 收效 . 
(2 人 La 一 六 是- 绝对 收 考 有 旦 在 紧 子 集 上 一 致 收 敏 ， 
PF 
《3) ExCs) 一 N17' 绝对 收 合 且 在 紧 子 集 上 一 致 收复 . 
(4) Ex(s) 一 HU 一 入 冲 站 于 , 特 别 知 当 Rets) 守 1 时 
SC) 天 0 
证 明 (D 2 N 9 一 2 ON Sn2 p< 


FEZ lp 
n27m“， 此 为 收 合 
”2) 国定 wm > 1 在 = 沁 内 区 域 考虑 此 乘积 . 由 N 和 之 2 
知 有 _ _ 
logd 一 | 87") — ZN 9 wm ZN OP 
=NO /lL— NO ") 
NO/ — NE EINO 
由 CD 知之 N 人 “收敛 获知 守 log(1 一 1N 8 当 o> 
a 时 一 至 收 化 从 而 知 (2) 中 乘积 如 所 欲 证 
(3) 考虑 有 良 积 
a-n 807= llary FN Pt) 
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— ENI, 
其 中 了 表示 对 素 理想 因子 闪 满 足 和 NN 名 所 1 的 整理 想 7 求 和 . 敦 
知 


da _N 7 )-1= 人 NE 十 2JNI- 
固定 包 计 1 有 
Na Ta-N em <la-N ey 
于 是 知 了 NI 对 Rels)>1 绝对 收敛 ， 
上 述 也 说 明 
la-y (7) 一 人 NT | NT™. 
当 o 关 o>1 时 , 右 方 有 上 界 和 NIT% 一 > 0 一 00). 这 证 明 
NI 
了 (3) 中 级 数 当 Re(s) 之 m 时 一 致 收 仑 ， 也 证 明了 (47》， 口 
设 B 是 下 的 一 个 理想 类 , BB 的 zeta 图 数 定 交 为 
Fts, B= ZN 
其 中 工 仅 取 整理 想 . 显然 kx(s) 一 28s， B). 


定理 2 (1 B) 在 Rels) >1 一 士 且 s 关 1 时 解析 ， 在 
f= 1 为 单 极点 ， 留 数 为 


px 一 20(2m) Ry/ Vdr, 
(2) 上 述 对 5xts) 也 成 立 , 但 留 数 为 hxpx. 
《3) KK 含 无 限 多 素 理想 闪 使 六 介 》 一 1. 
上 述 x 和 rs 是 天 到 的 实 和 虚 赚 入 个 数 , Rx 为 天 的 正规 子 
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(86.4 习 题 ])}, w 是 下 的 单位 根 群 的 阶 , dx 为 玉 的 判别 式 绝 
对 值 , hx 为 的 类 数 ，f(8》== (名 12) 为 冯 的 剩余 类 次 数 ， 
(Pp) = 2. 

证 明 (1) 记 a 为 使 Na 二 的 a EB 的 个 数 , 则 8 外 s，B) 
二 Dafk. 记 有 4 二 qi 十 … 十 a 一 (类 8 中 范 数 忆 xm 的 整 
理想 个 数 )。 用 第 六 党 方法 ( 见 [LalP. 132? 可 算得 

A = FB, m) 一 pram 十 Om Hn), 

再 由 上 节 定 理 4 即 得 (1). 

(2) 由 $xts) 一 > ts，B) 即 知 ， 

(3) 在 区 域 {(z : |z | 过 1} 取 对 数 分 支 使 log1 一 0, 则 此 分 支 
为 logt1 一 z) 一 一 和 wo 'z*. 用 此 分 支 ， 当 实数 ol 时 有 


logtr C0) = > log(1—N -i 
= 之 2 oN 0™)-! 
PNEO TDN" 
萝 六 ”vw 
第 一 个 和 式 ( 若 以 * 代 四 在 ReGs) >m > 寺 的 任 一 区 域 中 收敛， 
这 是 由 于 
习习 loN OSIING™"| 
PF v2 2 
= IN BY IN eb 
[4 


1 oy— —2 
yl 一 2 ONY 9 


上 最 后 的 和 式 有 上 界 a mo， 它 当 m > 去 时 收 敏 . 获 车 7 一 


dn: 
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1 M2 NY 叉 因 
NY ~ DINO + DNO™ 


天 及 ) 二 1 1 


最 方 的 和 式 在 o 一 1 收 做 ， 故 > N 外 政 发 散 . 口 


Ft 3=1 


定义 1 设 2% 为 本 原 Dirichlet 特征 . 下 式 称 为 X 的 
Dirichlet 工 - 图 数 ， 
LG 0 = YX. 
定理 3 设 X 关 1; 则 上 (s, 2 在 区 域 Re(s) 半 0 维 对 收敛 ， 
且 在 其 内 紧 集 中 一 致 收 伍 ， 而 当 Re(s) 六 1 时 有 歌 拉 乘积 
Liss, xX) 一 


1 
I 597 


证 明 “对 任 一 Abel 群 G 及 其 特征 群 忆 ,固定 XE 忆 . 显 
然 有 : 
ZXCE) 二 #G 或 0( 依 X= 1 或 否 )， 


这 是 由 于 当 X 关 1 时 , 取 a € 使 XCa} 闯 1 则 有 
xlg) = DXag) = Xe) DX). 


帮 知 二 一 范 数 相应 的 系数 部 分 和 4 一 > Xp) 有 界 , 即 得 第 
一 个 绪论， 其 余 证 明 与 定理 1 相同 . 口 


定理 4 ” 设 分 圆 域 开 = Q($,)， 则 
tres) = [ics; >， 


其 中 过 所 有 满足 /1m 的 本 原 Dirichlet 特征 . 


证 明 ”只 需 对 实数 5 > 1 证 明 . 此 时 sx(s) 一 lo- 
N @ -7 " lz x) 一 Ha- x 7 )， 起 只 1 需 证 
TTa -ss = La-xop- Cx) 

外 pp 
对 任 一 素数 pp 成 江 , 设 mx = pw Co ,rr 说 利 . 于 是 如 在 天 中 
分 解 为 (2) 一 (和 和 中 NN 人 久 , 二 p16 二 Vp), 是 使 p! 二 
1tmodm') 最 小 下 整数 ,ejg 一 We) 鼓 (x ) 式 正方 为 (1 一 
px 右 方 为 ][ (1 一 Xg) 区 9 满足 有 |m' 的 X 全 体 即 为 

lm 


GG ( 即 模 mm' 特征 全 体 )、 当 X 过 个 。 时 , XY(p) 过 地 次 单位 根 群 
针 共 人 me/ 一 有 次 , 枚 (* ) 式 右 方 为 下 (1 一 wp 一 (1 


本 


一 pp 4 门 


定理 5s hr 为 天 一 QE ) 的 类 数 ， 则 
prhr 一 I Ltl, XxX), 


特别 可 知 对 任意 XY 有 
L(t, AD. 


证 明 在 6ts) = 二 [ELG, 台 两 边 令 s 二 1( 先 到 以 s 一 1)， 


因 Les, 1) 一 (8) 留 数 汶 1， Exts) 留 数 为 prhr, 其 余 Lts， 2) 解 
析 ( 在 s = 1， 当头 基 1)， 即 得 结论 . 


定理 6 〈Diriehtet 算术 序列 定理 y 算术 序列 下 十 nd (a 
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一 1，2,，3，…) 中 会 万 限 多 素 教 , 这 里 普 与 4 为 互 索 下 整数 . 


征明 设 XE GG,= (Zr2Z]  , 则 Ls, 办 一 leg 一 
XP)p 站 -一 一 之 /np™ ~ XP)p( 其 中 js) ~ g(s) 


指 f 了 (5) 一 gls) 在 5 二 1 解析}. 于 是 
logL(s, 2 一 SXCp)p™ = 2 XO 之 (及 
ptm CE 


seET 


固定 一 攻 余 类 A € G。, 对 右 方 等 工 乘 以 X(4-!, 并 对 XE 如。 
求 和 , 则 得 
2 WlogL(s, HF) 一 A Op 


PEC 
= 之 ZX oe 


zc 1C) = 0 或 pm)( 当 4 去 C 与 各 ) 
之 


xa DlogL(ss YX) ~ lm} Dp 


PEd 


当 针 关 1 时 ,LL(1, 季 翅 0, 故 知 
logt(s) ~ pm) Dp 口 


PE 


设 久 二 太 是 Abel 数 域 久 的 特征 群 , 令 
m = lem {f2}, 
feE 开 
则 外 CL 二 Qn) 此 天 称 为 天 (和 丈 ) 的 导 子 (即使 天 所 
&( 纪 3 的 最 小 正 整数 ). 
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定理 7 设 乓 为 Abel 数 域 ， 则 
Ex) = | Ls, HO. 


证 明 “如同 定 理 4 一样 ,只 需 证 明 对 每 个 素数 之 有 
TUG-Ne ?>= 1 0 Xp Cx) 
Pp ~ 


YE 


设 在 天 分 解 为 (p) 二 (Bw 狼人:1P) = N 从 ;二 
p'. 于 是 (x ) 左边 为 (1 一 总 ”< 右 方 可 乱 赂 使 X(p) 一 0 的 X. 
由 88.2 定理 2 知 , 了 /2Z 是 了 了 阶 循环 群 ， 其 中 了 一 {XE 外 二 
证 |X(p) 关 0},Z = 和 X|X(p) 一 1}， 当 XX 过 YY2 的 一 个 陪 集 代 
表 元 系 时 ，X(p) 过 了 了 次 单位 根 群 , 每 个 陪 集 有 & 个 元 素 , 琢 
(* ) 式 右 方 为 


— 


一 1 


(1— Bp ys = (1 — pp A). 口 ] 


加 
ll 


口 


以 上 已 将 红 (3) 和 工 (s，2 解析 开 扫 到 复 半 平面 Rets) > 
0 (tx ts) 有 单 极点 s 一 1， 事实 上 , 这 两 种 函数 可 解析 开拓 至 
全 复 平面 , 并 且 各 满足 一 个 “了 消 数 方程 ”, 此 类 函数 方程 将 :点 
上 值 对 应 到 1 一 * 点 上 的 信 , 建立 了 以 直线 ReCs) = 于 为 “对 称 
轴 ” 的 某 种 意 交 上 的 “对称”， 以 下 投 述 这 一 理论 及 应 用 ,证明 
细节 可 见 [La). 记 了 = A(X) 为 xX 的 导 子 , 并 记 
8 二 S00 一 0 或 1( 依 xX( 一 1) 一 1 或 一 
fF 
rx¥) = > Xa er, (Gauss 和 , r(1) = 1) 


Alsy RY) = CFAr YAP st /2YL ts, KX}, 
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其 中 PG = 和 + io (1 + s/n)- 一 上 etm1dt 为 


函数 (后 -等 式 是 当 。 为 实数 ), -函数 满足 TCs 十 1) = sts), 
且 可 表 为 


1 ,TT § om 
Fi = I 《1 十 到 ) 
Cc 一 0 577… 为 欧 拉 常数 )， 在 复 平 面 上 , PGs) 在 > 一 0, 一 1， 
一 2,，… 具有 一 阶 极点 , 在 其 余 点 殉 解 析 - 


定理 8 A(s, 可 被 解析 开拓 为 全 复 平 面 上 的 半 纯 函数 ， 
县 满足 函数 方程 
AG, 2 = 
VF 
特别 知 , 当 X 关 1 时 , L(s, XY) 是 全 复 平面 上 的 全 纯 函 数 ， 而 当 
XX 二 1 时 , 过 (5，1) 一 5Gs) 只 有 唯一 的 极点 5 一 1( 这 里 Ca) 一 
Ya)), 


AC 一 了 x). 


Wy 二 TCX)/ vf 常 称 为 根 数 .函数 方程 也 可 写 为 
Les, X) 


= Wa f/m st ri 一 ), 


注意 T(3) 总 非 0. 当天 1 时 , 我们 已 证 过 Lls, X) 在 Re(s) 六 
0 时 解析 . 故 由 通 数 方程 即 可 知道 , L(s, X) 在 Re(s) 安 0 时 若 


有 极点 ,只 能 来 自 因 于 (一 十 <) 的 极点 ， 即 PCz) 在 
Re(s) 宛 十 的 极点 ,此 不 可 能 . 再 看 X 一 1 时 ， 丽 数 方程 化 为 
TCD = P(E et 一 中 
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由 此 可 知 s 一 一 2,， 一 4, 一 6 w+ 一 24， "为 805) 的 零点 ,这 
称 为 平凡 零点 . 还 可 证 明 , Xs) 在 负 奇 丈 数 处 的 亿 呈 1 一 2n) 均 
为 有 理 数 . 


对 任意 # 次 数 域 扩 ，Dedekind Zeta 函数 弘 (s) 也 可 开拓 为 
全 复 平 面 上 的 半 纯 晓 数 , 唯 -- 的 极点 为 ;二 1. 当 Re(s) 之 1 时 ， 
txts) 没有 零点 . 当 Rels) 及 0 时 ;在 一 1; 一 3, 一 5， "有 
阶 零点 ;在 一 2, 一 4, 一 6; … 有 ”十 六 阶 零点 ,其 它 的 零点 
都 在 带 状 区 0 二 Rets) 去 1 之 内 ( 称 为 非 平凡 宕 点 )， 实 际 上 确 
实 有 无 限 多 个 非 平 几 零点 ,猜想 非 平 几 零 点 都 在 直线 Refs) = 


3 上 (Riemann 猜想 ?， 记 
Vdx 3 下 "TP 。 
pr) 《了 和 《s) 性 kfs7 
则 有 函数 方程 (Hecke，1917): 

Zi = Zi 0， 
当下 /天 为 Galois 扩张 时 ， tx (G5) Vt(s) 为 整 国 数 (R，BHBrauer， 
3947). 


Zrts) 一 区 


8 8.5 类 数 公式 


继续 上 节 讨论 , 仍 设 天 为 次 数 域 , 当 为 Abel 域 时 ， 有 
bxCs) = [[ LG, xX). 将 两 边 的 隙 数 方程 相 比 较 可 知 ， 


(ax 一 HO DDO df Ye 
对 所 有 :成 立 , 从 而 两 边 均 等 于 1. 即 得 ， 
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定理 1 设 天 为 于 次 Abel 数 域 . 
(1)( 导 于 一 判别 式 公式 }，K/Q 的 判别 式 DIK) = (一 
] 7 为 ， 
DK}= CC— DHA 


EK 


2 [r= [TT vx DR. 
-| 若 大 是 (全 实 城 ， 
ze Vak， 若 玉 是 看 域 


证 明 ”DD(K) 的 符号 为 (一 1)%( 见 $1.5). 因 下 为 Galois 
域 , 故 只 能 7 = 0 或 r， = 0. 前 一 情形 下 为 (全) 实 域 ,X( 一 1) 
一 1. 后 一 情形 下 为 虚 域 , 使 X( 一 1) = 1 的 实 特征 x 形成 指数 
为 2 的 子 群 . 故 有 nn/2 个 XE 下 使 X( 一 1) 一 一 1. 口 

定理 1 中 当 长 为 二 次 域 时 , 若 X 是 模 之 的 哗 一 的 二 阶 特征 ， 
则 KK 二 QOV 一 D03py( 风 $7. 4), 族 

T( 和 二 YB 或 i Vp ( 依 p 二 1 或 3Cmodd))， 


在 tx(s) = Ge [| ts, 0 两边 怀 以 (s 一 1, 青 令 s 一 1. 


由 于 xs) 在 s 一 1 的 留 数 为 Pxrhgs tt{s) 的 留 数 为 ]， 其 余 工 (s， 
XY) 均 和 解析 且 (1, X) 关 0,， 故 得 


prax = [itl 2). 
如 果 能 给 出 LC1, 0 一 个 较 简 单 的 表达 ,由 此 就 可 得 到 求 类 数 
hx 的 公式 (类 数 公式 ). 注意 pr 一 21(27)%Rx fw vax. 因为 
为 Galois 域 { 宝 为 Abe] 域 ), 故 r = 二 0 或 r= 0. 于 是 有 
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引 理 1 
Le 2 ， 车 天 为 实 域 . 
Rhx 一 


x1 


Ad? (C2) ™1ro, X), 若 下 为 虚 域 . 


定理 2 (1) 若 为 奇特 征 , 则 
Mr) sey 
LU 人 一 一 下 2 Ja. 
(2) 若 X 为 偶 特 征 ， 刘 


L(1, 和 一 一 2 六 jcologll 一 上 | 


一 上 
_ 一 > 
{a)log sin 于 


证 明 L(Gs, X) = xcos- 一 2) XGO >，m 区 当 


wl 他 f=1 v= 


Re(s) > 1). 最 后 和 式 可 视 为 PD- 级 数 zu ,其 中 c。 一 1 或 
0( 焦 vz 三 bl(mod 放 与 否 )， 而 六 tr = f 或 0( 依 + 三 0(mod 放 与 


a 
和 否 ), 故 ic, 二 fe, 区 

6 一 

0 了 

L(ts, X) 一 > YbY Sf Yen- 
‘5, =1 v=] z= 
= fC XE) Db mo 
而 vl 
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上 am 
= Du 
其 中 
r= DD) YE 《Gauss 和 )， 
人 站) 一 
显然 TtX) = 0, 当 a 天 0 时 ,部 分 和 Zit ”有 界 . 故 当 Re(s) 
0 时 ， SL us 收 伍 ， 从 而 得 


了 An 
LO WD = /Dr mpr- 
一 上 v=1 


而 zx"fv 一 一 1og(1 一 z)《 在 闭 单位 圆 盘 , x 关 1)， 这 里 分 支 
log(1 一 z) 当 x 二 0 时 取信 为 0. 即 得 
7 
LU, 0) = /Dr og 一 站， 


a=| 


我 们 留 在 下 面 引 理 证 明 ; 当 ta, 六 天 1 时 ,nm 一 0 由 Te 人 
一 Xta)rtX) 知 ， 上 述 分 式 可 改写 为 
LO, KH) = (~ eK/ > 8Cajlog(l — #7°). 


其 中 a 可 取 遍 模 的 任 一 剩余 系 或 缩 系 . 再 由 
1 be = 1 em 
= exp{— inar/f Cexplira/l) ~ exp(— irxat))) 
一 exp 一 ia Ysintral ff) 
= Zexplix/? 一 za fsin(rxai f). 
当 0 a fH 2 一 ma/ 及 后 (一 mA XT/2), ， 枚 
log(l — 67) = log (Zsintra/)) + intl/2 — af}, 
log(] — t) = log(2sin(xraf f) ~ ix(]/2 — af). 
(后 者 由 取 闪 d 得 ). 若 X 为 奇特 征 ,， 在 如 下 定义 的 3 中 易 a 为 
一 & 并 相 加 得 
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了 -上 -1 

S: = >》)7(e]log(] — 6) =— 》 Ke)log(1 — 6), 
=1 大 一 上 

23 一 > Xeayflogt1l ~ £7°) ~ log(l — #) 


= 2 Xi /2 — aff). 


由 Xla) 二 0 知 5 一 (一 雪 / 放 3X(aYa, 即 得 (1). 
现 车 * 为 偶 特 征 , 同样 在 $S 中 易 a 为 一 a 则 得 
25 = PX) hogtl — 6 十 log(l — FY 


= 2323 xaNog|l — | 一 2 Xe)log(2sinxay 方 
一 了 DS x(a yogsinra/ fF. 
《最 后 等 号 是 因 > ,Xu) 一 0). 口 


设 X 是 模 亚 的 Dirichlet 特征 ,二 5, a € Z. 则 7 六 的 
Gauss 和 定义 为 


一 | 
和) 一 PX, 
b=l 


其 中 也 可 在 模 关 的 任 一 剩余 系 或 缩 系 ( 或 Zj/rrZ 或 (2Z/m2)* 
的 代表 元 素 ) 中 取 值 求 和 . 当 X 为 模 m 本 原 特征 而 8 = er 时 ， 
tr™X1 H) = 7) 

就 是 上 节 函 数 方程 中 的 Gauss 和 .上 述 定 理 证 明 中 对 模 w 一 了 
的 本 原 特征 的 Gauss 和 TtX), 显然 就 是 zxX, 嫩 )， 

当 (c, mm) 二 1 时 , 显然 有 
Xs) = DO = PX) XB 


一 其 (c)r(X HY). 
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引 理 1 车 Co, m) 关 1, 针 是 模 mm 本 原 特征 , 则 
TAX) = r= 0, 


证 明 记 4= (a2, nD ,和 一 rd 于 证 和 是 7 沈 本 原单 位 根 . 
当 上 二 1(mod r) 时 , 好 二 人 妆 ， 因 义 本 原故 存在 整数 六 志 
1(modr) (二 吉 ) 二 1; 使 Xt 了 关 1， 于 是 


rN = Ds 一 CR 
一 xz Sx 
= Xk) Sep — XC XY). 
即 知 rz(X) 和 = 0. | 器 


引 理 2 〈1) (Gauss 和 分 解 )， 设 整数 m 二 rm…m, 且 mm 两 
两 豆 素 人 1 妥 i 委 门 ， 一 为 入 生 IEc。 = 0 5b 
.由 

rtX, 5) = TTzenpmaortx， 如 

(2) 设 亚 一 因为 素数 绢 的 害 ,XE Co 一 名 则 rz(X, 间 
一 0 当 上 且 仅 当 s 沁 1 且 X 对 模 m 不 本 原 . 

(3) lz001 二 对 f， (对 任意 一 特征 愉 . 

证 明 (0) 令 Mi 二 mim, 则 有 EZ 使 

nM 二 Tt.=1 

于 是 := le 一 开关, 故 
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TK) 一 SX) 


bE 


= 人 DY Yb) bb 


EG 
由 于 G。 = GeG。， 故 
rs 区 一 DOD Dy 
加 a 


= TOs r,s En), 
注意 r( 入 如) 一 针 (E)T(W, 他), 叉 因 tM 三 1(mod m;), 故 
艺人 一 MD == mim,Y， 即 得 (1). 
(2) 若 s 二 1 有 昌 X==1, 则 rx 二 6 十 如 十 十 嫩 1 二 一 
1 半 0. 堆 可 设 s 空 1 且 当 r= 1 时 x 是 本 原 的 ( 即 相当 于 X 关 1). 
[rs 的 | 一 > Na) te Soe 
Ed 


a ED, 


Sa be 
DDO Cab). 
站 了 

= SOE DD 

一 SE) ee _ Pr) > Eee ， 

1 三 上 人 
其 中 加 = p”'. 第 一 项 中 , 者 上 天 10mod 太 )， 则 对 2 的 求 和 为 
0, 故 第 一 项 为 疡 , 同样 , 若 * >1 而 上 闫 1Cmod 因 - ), 则 对 c 求 
和 为 0. 故 知 
| Dp 2 X00). 


EG 
{1(mod 下 


当 s 一 1 时 , 此 处 和 式 等 于 > Xi ， 恰 为 0. 当 7 记 1 且 X 为 本 


原 时 , XY 在 GG, 的 子 群 tlt 三 1Cmod mw')} 二 吾 上 的 限制 非 平 岂 ， 
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故 上 述 和 式 也 为 0. 最 后 , 车 7 > 1 有 日 X 非 本 原 , 显然 忆 在 子 群 
五 上 平凡 , 故 上 述 和 式 等 于 也 

(3) 记 一 各 一 访 , 二 XX 每 个 各 的 导 于 为 部 ; 否 则 
在 子 群 fala 二 1Cmod pi!)} 一 五 :上 平凡 ,YX 在 lale 反 1Tmod 
f/pi} 上 平凡 , Y 非 本 原 , 由 人 1) 知 rc)1 = [16x71 (2 
的 证 明 已 说 明 , 若 基 模 藤 杰 原 , 则 |rCX， 约 | 一 太 ， 口 


设 天 为 二 次 数 域 , 则 天 = {1,X}. 由 定理 1 知 判 虽 式 DD 一 
DEK) 二 士族 二 土 f. 此 时 特征 xX 与 Legendre 一 Kronecker 符号 
是 一 致 的 , 即 若 p 为 奇 素数 ， 则 有 


Dp 1， 车 DD 为 模 户 平方 剩余 ， 
xp) 一 (区) = 《一 1， 若 吕 为 模 非 平方 剩余 ， 
.0， 车 p|D. 
1 当 D=1(mod 8)， 
xX(2) = (DO) = 一 1， 当 D=5(mod 8)， 
一 [0， 当 呈 = 0Cmod 4). 
事实 上 ， (2 二 1, 一 1, 0 分 别 相当 于 请 在 天 中 分 裂 ,惯性 ,分 
歧 . 由 上 章 $8.2 定理 2 知 , 这 分 别 相当 于 #2 = 2 并 了 一 2; 


# 了 一 1,，#7 了 一 1. 这 就 相当 于 Xp) 一 1, 一 1，0. 此 外 ,由 p 
E (ZA/fZ) (的 限制 ) 即 为 到 的 Frobenus 自 同 构 1s, 世 易 直接 得 
出 上 述 结论 ， xX(2) 与 此 同 理 可 得 ， 


定理 3 ” 设 尺 为 二 次 数 域 , iX} 一 攻 ， 9 = |Disc(K)|. 当 
下 为 实 域 时 设 e 之 1 是 下 的 基本 单位 ,; 则 天 的 类 数 
一 > Xa or sin xa/d (当天 为 实 域 )， 


loge Dacdre 
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hi = 3 xa)a 


De 


二 (2 一 XC2))-1 > Xta) (当下 为 谱 域 , 4d >> 4). 
2 


让 


证 明 ” 先 设 下 为 实 域 , 由 定理 2 知 有 二 hx 为 
入 二 RR Salog sin (ra 六， 

其 中 = 所 一 d( 见 $7.4 定 理 2). 定理 1(23 中 已 证 明 r(X}) 一 
v7 了. 义 因 Xf a) = XC a) 一 Xe sin (ff 一 ar 一 
sin ra/ 厂 , 故 对 a 的 求 和 可 限于 0 过 a < 之 4d/2. 再 因 正 规 子 R= 
log es, 即 得 实 二 次 域 的 公式 ， 

再 设 天 为 看 二 次 域 ，, 仍 有 了 = 广 = 惑 一 二 (网 7.4)， 可 
> 4 使 得 天 的 单位 只 有 土 1. 于 是 由 定理 2 知 有 二 有 为 

h= CVAdir(W/d) > XCada. 


Le 


再 由 定理 1(2), 当天 为 二 次 域 时 并 = (1, 多 而 rl 二 1, 即 
知 z( 一 iY 4 二 iY 了 .这 就 得 到 关于 虚 二 次 域 的 第 一 个 类 数 
公式 . 

现 证 虚 域 的 后 一 公式 ， 先 设 了 是 偶数 .自然 同 态 G; -Crn 
的 核 由 1 十 户 2fmod 门生 成 , 故 X1 十 产 27 一 一 1. 车 ty, 让 
一 1 则 1 十 3yF2s=1 十 .Fr20mod 记 ， 故 XL 二 ?Fr2) 三 一 1. 
对 任意 a, 若 (a; 门 一 1; 则 a 十 f/2 二 all 二 a 'f/2) (mod 
门 ; 故 Yta 十 /12) 二 一 (a) 


于 是 
hf =— >) Xa > Xlat fi a t+ f/2) 
Da fi2 ef 
一 一 >) Xajat > Xa ta + £7/2) 
Dt dai 
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rr 


2 0 


注意 此 时 XC2) = 0， 故 了 个 数 情形 得 证 . 
最 后 设 /为 奇 数 ， 则 有 


二 一 > Xa)a 一 > Xf af a) 
Oem fi mca 
一 一 >》 xat 9) Xf 一 a)， 
站 ee Beas fiy 
hf= 3 Xta)(f — 2a). (x) 
a fa 
另 一 方面 义 有 


hf 三 一》 (au 十 XCf 一 q(t/ 一 2)) (其 中 a 为 俩 数 ) 
f 


Ua 


一 一 2 3 Xx(2aa—2 > xt2ada +f >) X20) 


Des 77 a bear fi 


一 一 4 3 xt2a + ff ) XC2a)., 


Ce 有 cr 


邑 知 
FFx(2) = 9 KC) da+ NN. (x) 


Da fi2 
将 C* ) 式 滋 以 一 2 加 到 t * * ) 趟 则 有 
hf (~ 2+ X22) =—f >)，XCa)， 


Da 3 


这 就 证 明了 和 定理 3. 口 


系 1 0Q) 设 为 实 二 次 域 , 则 
oe = [I sinwwa /I sin za， 
Yta}=1 . 


其 中 整数 a, 5 属于 区 间 (0, d/2) 均 与 a 耳 素 , (XY) 一 天 、 
(2) 设 天 一 中 vv 一 总)， 素 数 户 兰 3(mod 4)，, 则 类 数 且 为 
奇数 . 且 
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(有 一 人 当 记 二 ?Cmod 8) 


[CR—N})/3， 当 p = 3C(mod 8) 
其 中 R, NN 是 区 间 (0, /2) 中 模 p 平 方 剩余 和 非 璋 余 整 数 个 数 . 


证 明 《1) 在 定理 3 上 式 取 指数 ， 
(2) 由 定理 3 下 式 知 产 = (2 一 X(2))-! 》，X(a)，, 和 恰 为 


Da 

RR 一 NN 且 为 奇数 ( 共 奇 数 项 )， 即 得 引 理 . 注意 由 引 理 可 知 及 盖 

NN， 故 平方 剩余 在 区 间 (0，p) 的 前 半 段 较 密 . 口 
以 下 重要 结论 易 由 引 理 2 中 Gauss 和 的 性 质 和 域 的 特征 性 

质 得 到 : 设 Abel 数 域 开 王公 (全 ) = Lom 是 发 的 导 子 ,9 为 如 

的 志 到 天 的 迹 , 则 大 一 双人 9) 而 且 当 天 为 奇 素 数 时 了 的 共 斩 

元 集 形 成 天 的 整 基 {正规 整 基 ). 


3 8.6 Bernoulli 数 


Bernoulli 数 B, 由 下 式 定 闵 ， 


上 如 
广 闵 Bernoulli 数 B,,% 由 下 式 定义 : 
人 Xejeer 2 " 
之 OE 一 DB * 
其 中 = 万 为 特征 % 的 导 子 . 注意 当 X 一 1 时 , 上 式 左 方 为 


te ft 


二 


玻 B,1 二 上 二,( 当 nn 守 2)， 两 忆 ., 二 方 ， 己 一 一 艺 . 当 X 关 1 时 


244 


上 
总 有 疡 -xy 一 0, 因为 DX(a) 一 0. 
Bernoulli 多 项 民 B 人 如 下 定义 ; 
-= Da CX)) 二 


eo—1 
简单 的 计算 可 知 有 
B,(1 — X} 一 (一 1)"B,(X), 
B,(X) 一 PCBX, 一 
局 者 是 加 为 BtX) 的 生成 函数 是 以 下 两 式 的 积 ， 


如 


一 忆 忆 二 ， Ex 一 DX: a 


> 一 


引 理 1 设 fIF 则 
Bar 一 FY Xa B, a/F). 


s=1 


二 1 


2 Rl te ee 了 了 
2 过 XGO) 一 Gey Ri. 四 


特别 , 因 BCX) 一 和 一 二 ， 故 有 


Bs = 广 : 六 Xe3a {YX 区 17. 


8 ,的 定义 函数 是 :的 偶 ( 当 X 偶 ) 或 奇 ( 当 X 奇 ) 函数 , 故 
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B,, x 二 0 ( 当 1, Xx 不同 奇偶 }(B,) 例外 )， 


定理 1 17 Ll — nn, YX) =— B,.y/n, 当 nn 为 正 整 数 . 
(2 一 一 一 BA 人 /nn 0 之 5b 寺 1; 7 之 1 为 整数 ， 
其 中 Es 的 = > (9 十 四 为 Hurwits Zeta 函数 (Re (5) 疡 
为 三 必 
1). 


证 明 注意 
A 
LN = PX, af), 
a=1 
令 


t exp(t] 一 bY) 
exp(i) —1 


在 复 平 商 上 滑 下 列 途 径 作 积分 瑞 (s) 一 人 ee: 由 十 0 
沿 实 轴 上 方 左 行 至 附近; 沿 以 8 为 中 心 , 8 为 半径 的 辆 CC. 首 时 
针 行 至 实 连 下 方 ; 沿 实 轴 下 方 右 行 至 十 00.. 令 zz’ 一 expts log 
xz)， 其 中 对 数 log 在 实 轴 上 方 到 值 log i, 在 实 轴 下 方 取 值 logz 
十 2m， 显 然 豆 (G) 对 所 有 : 有 定义 有 解析 ,， 故 有 

五 5) = (ew 一 D| Ferd 十 | Flz)z’ Idz 


F(t) 一 


= YB — ern 


村 二 人 D 


先 设 Retsy > 1， 于 是 | 0( 当 se * 0), 徐 


Hi(s} 一 【ee 一 D| Ferdr, 


| For at 一 | SY etre 
四 和 


1 


ry 


一 | le tm dr 
入 
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外 4: 


Cm + Ts) = TOsdtts, b). 


故意 二 H(9) /Ce™ 一 1)T(s) ,通过 解析 开拓 , 这 关系 对 所 
有 ; 关 1 成 立 . 这 也 给 出 8(s, 4 的 解析 开拓 . 
现 设 5 = 二 1 一 ,nn 为 正 整 数 . 则 e 二 1，, 亦 


HO = | Fae tdz = Cor) Bl — by/n! 
Oe 


由 于 
lim Ce™ — DI) = Crd)(— De — 1, 


” E01 — nb = C1) Bl — /nem— Bb)/n. 
LO 一 ny X) = xp ta 一 md/ 及 
-xy 关 Ba 用 一 一 B,, x/n. 
口 


当 多 为 奇特 征 时 ,由 $$ 8.4 末 的 函数 方程 及 此 处 定理 1 可 
知 工 (1，X) 也 可 表 为 
A 
= mr Bs 


以 下 讨论 Cad- 域 , 这 是 虚 二 雇 域 和 分 圆 域 的 推广 ， 一 个 
CM- 域 扩 就 是 全 实数 域 天 + 的 一 个 全 虚 二 次 扩张 . 也 就 是 说 ， 
CM- 域 玉 可 如 下 得 到 ; 

K= Kt(vea), 
其 中 大 + 为 全 实数 域 , a E 天 + 的 所 有 范 均 为 负数 ， 我 们 回 
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忆 , 一 个 数 域 天 称 为 全 实 的 是 指 王 到 避 的 此 个 圣人 询 在 及 内; 
F 称 为 全 目的 是 措 它 到 的 每 个 撤 入 均 不 在 及 内. 例如 天 一 
Qt 是 CM 域 , i 一 QQ 十 后; 记 a 一 攻 十 熙 ?一 2 则 起 
= 帮 (va ) 这 里 a 即 为 :一 必 十 1) 十 1 的 判别 式 , 二 
5 对 CM- 域 天 ,我 们 不 妨 认 为 所 二 C,， 从 而 乓 中 元 素 < 有 复 
共产 a. (事实 上 , 易 知 天 到 C 的 嵌入 的 不 同 不 影响 天 的 复 共 久 
自 同 档 :车 虽 区 是 到 到 C 的 两 个 不 同 嵌 入 , 且 9CQ) = gC) ， 刚 
必 有 YL9) 一 A), 亦 即 必 有 六 史 == 交 王 ,其 中 (a) 一 开罗 
这 是 因为 KKK) 一天 ,从 而 多 29? 和 细 天 均 为 开 / 下: 的 非 平凡 自 
同 构 ， 必 相 等 ). 


定理 2 设 天 为 2 次 C3t- 域 , 天 ”为 其 最 大 实 子 域 , 太 和 站 
分 别 为 它们 的 类 数 , UU 和 U7 为 其 单位 群 , R 和 Rt 为 其 正规 子 ， 
于 为 六 的 单位 根 群 , ww 一 # 玉 , 则 

(1) 有一 到 /上 h* 为 整数 ( 称 为 相对 类 数 , 或 丘 的 第 1 因子 )， 

(2 如 一 LI+] 一 1 或 2， 

(3) R/R+T = 27 1/Q (r = ni/2) 

(C4) hk = hw HH 《一 3B,, zx 


奇 XE 下 


定理 3 设 丘 /是 数 域 扩张 ,不 售 非 分 踊 的 Abel 子 扩张 
《 指 对 所 有 素 除 子 )， 则 有 1hx，( 对 无 限 素 除 子 , 若 实 除 子 延 拓 
为 虚 除 子 , 则 称 为 分 玻 且 分 晓 指 数 为 2; 和 否则 称 为 非 分 歧 )、 特 
别 当 天/& 对 菜 素 除了 于 四 完全 分 上 羡 时 , 或 者 当 信 此 正规 且 Galois 
故 为 非 Abel 单 群 时 ,hs | 有 x, 


引 理 1 若 。 为 代数 整数 且 所 有 共 殊 的 (复数 ) 绝对 值 均等 
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于 1 也 就 是 说 * 的 阿 基 米 德 赋值 均 为 1)， 则 “是 单位 模 ， 


定理 3 的 证 明 ” 需 用 类 域 论 ( 见 下 章 ), 设 旦 是 的 Hilbert 
类 域 ， 奴 最 大 非 分 战 (在 所 有 素 除 子 )Abel 扩张 , 则 Gal(K/&) 
之 CO 的 理想 类 群 )， 由 定理 所 设 知 器 门 必 二 让 故 
[HK KK]=[ 昌 :8 二 刀 . 因 下 日 /KK 是 非 分 歧 Abel 扩张 , 必 
含 于 天 的 Hilbert 类 域 五 :中 , 故 刀 基 h 二 [及 x : 六 ] 的 因子 . 
口 


引 理 1 证 明 «满足 ~ 个 多 项 式 f(X) € Z[X],， 了 (XD) 的 
系数 是 w 的 共 儿 元 的 初等 对 称 函 数 , 它们 的 饮 对 值 均 为 1， 巩 
fC(X) 的 系数 a; 均 满足 lal 所 Ci( 其 中 = degf 所 
LQ(t) : 8])， 这 样 的 名 项 式 fiX) € Z[X] 只 有 有 限 多 个 , 故 
ai(j EZ) 只 有 有 限 个 取 值 , 即 必 有 : 关 j 使 x 一 wy 从 而 2 二 
1， 即 知 <“ 是 单位 根 . 口 


定理 2 的 证 明 1) 由 于 天 /天 + 对 无 限 素 除 子 完全 分 歧 ， 
故 满足 定理 3, 即 知 有 7 |4. 

人 2) 因 下 为 CM 一 域 , 帮 ets 的 所 有 共度 的 绝对 慎 均 为 1{ 其 
中 上 为 天 的 单位 ), 故 出 引 理 1 知 s/s 为 单位 根 . 故 由 se HeAE 
可 定义 p1U- 一 WW, 并 诱导 出 :UW/W?. 设 e 一 拓 ， 其 中 
Ee EU ,FEEW, MWe/ =E WEE Rert, 反之 , 车 s/t = 
如 EW 则 易 知 &. 一 eA EVUT, 放 Kery 一 WU+, 因 (W : W?) 
二 2， 定理 得 证 , 同时 可 注意 ,着 90D = 到 则 有 @= 2; 着 反 UU) 
一 WE 则 Q=1. 

(3) 正规 子 Rx 的 定义 可 简 述 如 下 ( 见 $ 6.4 及 其 习题 ). 设 
妨 ，…， 和 -1 是 天 的 基本 单位 系 , 是 天 到 C 的 伺 入 , 则 Rx 为 
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下 述 行列 式 的 绝对 值 ， 

det(nlog 09;|) (i jr 1 
这 里 一 1 或 2( 依 上 为 实 或 虚 嵌 入》， 玉 r 可 解释 为 忌 到 R-” : 垦 
人 每 所 成 格 的 基本 区 的 体积 测度 ,， 稍 作 推 广 , 天 的 任 一 组 ( 相 
互 独立 ) 的 单位 ea， …，#-: 的 (相对 于 天) 的 正规 子 定义 为 

有 Rerey ss 6 1) = |det (nlog |oe;|)! 
(Ri jr 1). 

当然 车，…,&_1 不 是 相互 独立 的 , 则 其 正规 子 为 GC 由 上 述 儿 
何 意 义 ). + 一 ri 十 7 如 第 六 童 ， 


引 理 2 设 {e) 和 人 场 } 为 数 域外 的 两 组 独 字 单 位 , 备 生成 
单位 子 群 4 和 8B, 若 ACCB 且 指数 有 限 , 则 
(Bb: A) = Riles os E17/ Rr Dh ), 


证 明 ”可 设 
as=tllw: CEZ,& EW), 

则 i 
nlogloss;| = 人 arpalog | sy | 
故 

Rr (és wi 51) /Ri Cn Ea R11) 一 |det (la;;) | - 
由 线性 代数 (或 主 理想 环 上 模 ) 理论 可 知 , 对 整 系数 方 阵 (4,))， 
存在 行列 式 为 土 1 的 禾 系 数 方 阵 M ,NN 合 MasN 二 diagtd， 
dd, ) 一 万 (如 出 [Zh223)， 于 基 derCay) == 土 [4 而 戏 = 
(pi ， 用 一 《有 4 门 分 别 相当 于 六 和 号 的 基 变 换 ， E 一 Te Th 
= [TW 于 是 = [== 如, Cd) 二 (D). 故 (B8: 4) 一 
[dm 一 |detta) |. 引 理 得 证 . 口 
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班 辑 到 冠 理 2(3? 的 证 明 . 由 (2) 知 , K- 的 基本 单位 系 6 
…， 5 ,在 UU 中 生成 指数 为 人 @ 的 子 群 WU". 但 对 KK* 而 言 %; 一 
1， 而 对 天 而 容 #1 一 2(1 太 1 之 7). 上 故 有 
R= Ries sé RQ = Rr (es ns E12 tm 
-一 一 Rt > Dr ' 
(4) 设 久 一 天 为 尺 的 特征 群 . 因 下 全 虚 , 故 奇 . 侦 特征 数 
均 为 /2 二 [KK :QM2, 由 8.5 引 理 1 有 


-2 


R+ hr Ld, OO, 
1 人 
RA 一 本 开 La,», 
rE EK 
二 式 相 除 则 得 
ARAC R') = wd) = IT td, 


2mi vdtkt) 
而 由 定理 1 的 推论 知 , 对 奇特 征 x 有 ZL 2 = rir fa B, 
出 导 子 一 判别 式 定理 (8 8. 5 定理 1 知 vVACRI/AK ) 
二 《TT 7*， 由 88.5 定理 1(2) 知 及 rT) 一 
2 而 


vdtkK)id(K"). 即 得 定理 2. 时 | 


定理 4 设 尺 二 QO KT 一 人 26, 十 5 7， 则 
C1) 一 1 或 2 (各 依 xm 为 素数 短 或 否 ). 

{2} C+ 一 侣 为 自 姑 税 入 , 其 中 CC 和 Cr 为 尺 和 下 + 的 理想 
类 群 . : 


证 明 (1) 当 mm 为 奇 案 数 生 时 ，§ 7. 6 定理 2 已 证 . 设 m 一 
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2 ET ele WL 定 理 2 证 明 ), 则 ss 一 才 是 下 次 本 原 
单位 根 . 以 六 表示 由 下 到 Cv 一 1) 一 20) 的 范 映射 则 
NE) = 六, 其 中 , 

a 一 之 日 一 D+)= 2 二 2 十 1) 

= 2 imode ty, 

故 关 一 士 是 本 原 4 次 单位 根 ， 从 而 Ne N(e) = 土 i, 因 
Ne) 是 QQ 人 GD 的 单位 , 故 Me) 二 士 1, 土 i, 均 矛 盾 . 故 总 有 e/E 
€E Wi,Q=1. 

再 设 m 不 荐 素数 短 , 由 8$7.6 定 理 1 知 1 一 纺 一 = 是 单位 ， 
设 BE 一 一 名 后 开 , 则 一 名 一 一 一 ( 士 交 天 一 他 一] 一 
1， 显然 吏 须 为 偶数 , 从 而 区 三 0mod 4). 由 一 1 二 个 有 
nj2 二 一 1(mod 0), 故 n/2 夺 一 1Cmod 2), 此 不 可 能 . 放 一 
FE WRQ= 2 

《2) 首先 , K+ 的 每 个 理想 了 在 天 中 生成 一 个 理想 下 = 
TOk， 主 理想 仍 生 成 主 理想 , 故 有 上 自然 映射 C” 一 一 CC. 现 若 了 
为 主 理想 , 我 们 需要 证 明了 也 为 主 理想 . 设 了 一 (a), a 二 天 . 
则 af 二 了 /7 一 JOxfIOx 二 (1), - 故 aya 为 单位 , 处 处 绝对 值 
为 1, 故 由 引 理 1 知 &/2 为 单位 根 , 车 各 不 是 素数 医 , 则 名 一 2， 
定理 2(2) 的 证 明显 示 有 单位 8 使 e/s = a/a, 则 ae EK? 匡 六 
二 {a) 一 (af). 故 了 一 (as) 一 qeOx+， 即 知 了 是 主 理想 . 再 设 亚 
= Pp 为 素数 宪 ， 令 站 一 名 一 1 工 一 上 一 1 则 rz = 一 5 生成 上 
前 单 位 根 群 宛 , 故 a/e = (rrmstd 为 某 加 数 }. 入 二 CT) 在 天 
中 完全 分 歧 , 故 钾 -adic 指数 赋值 在 天 * 中 只 取 蛋 数值 ， 又 天 
ea 和 了 均 属 于 天 ， 故 . 
d 二 vp (Can) 一 vp (0) 二 vp (orm) 一 ve (1) 为 偶数 , 故 xfa = 
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(一 EYE Wr 特别 Bia 二 如 /如 ati E 天 + 所 是 某 单位 根 . 即 
知 了 二 (at) 为 主 理想 . 口 


8 8.7 ”进一步 的 解析 理论 


先 稍 介 绍 一 些 p-adic -函数 知识 及 应 用 . 设 记 为 素数 , 如， 
为 p-adic (有 理 } 数 域 , 设 色 为 其 代数 闭 包产 adic 赋值 记 为 
lp| 天 zl; 二 1/p， 到 如 有 唯一 延 杨 . 

可 以 证 明 , @, 不 是 完备 的 Dp" 太公 ,其 中 周一 于 或 


1( 依 4, ) 二 1 或 否 )). 所 以 我 们 将 你 完备 化 为 C,、 容易 证 明 
C; 是 代数 封 闲 的 . (注意, 序列 8, 一 > 人 @ 一 > C4 可 与 下 述 序列 平 
行业 比 ( 在 做 p-adic 分 析 问 题 时 ):Q 一 * 8 一 x C, 其 中 如 表 必 的 
代数 闲 包 ). 以 下 在 C, 中 考虑 问题 . 变 元 XX EC 的 p-adic 对 数 
和 指数 函数 5 即 与 变 元 和 ER 的 对 数 和 指数 函数 有 菜 些 类 似 性 
质 的 函数 }, 可 通过 级 数 定 义 ; 


exp(X) = 对 (C。 上 前 数 )， 


Bid 加 n+ Wn 
lg 十 六 一 六 一 人。 《C, 上 函数 ), 


可 证 明 exp( 瑟 ) 的 收敛 半径 为 | XE 所 pv ?之 1( 注 意 1/n1 的 
p-adic 值 可 很 大 , 故 收 敏 半径 很 小 )， 而 logy(1 十 了) 的 收 伍 半 
径 为 |X| < 之 1. 不 过 iog; 可 唯一 开拓 到 Ci 上 ，, 满足 logs(p) 一 
0, logs (lab) = loga + logb, Hloga = 0Oa 一 六 和 人 .是 
单位 根 ( 任 意 次 ). a 在 exp 的 收 伍 半径 内 时 ， 有 logwexp(ay 一 
ar exp logs(l 二 a)=1++a. 
易 知 有 分 解 
253 


C= pxXWXU, 
其 中 下 是 如 中 阶 与 声 互 素 的 单位 根 金 体 , UU 一 (#E€EC,||u 一 
1]| 过 1) 记 
9 一 坊 或 4( 当 户 关 2 或 如 一 2) 

对 任意 a E 2,， pta, 存在 唯一 的 wa) 次 单位 想 wta) E Z ,使 

a = wia) {mod oq). 
外 称 为 Teichmiller 特征 (wta) 显然 即 s 在 上 述 分 解 中 的 W- 分 
有 量 ), 记 (a} 一 tel ae 则 {wa} = 1 Cmodg)., 


复 变量 的 上- 函数 在 数 域 类 数 等 方面 十 分 重要 . 能 否 构 造 
出 变量 s E Cs 的 有 类 但 性 质 的 函数 呢 ? 这 就 是 构 作 p-adic 1- 函 
数 问题 . 较 好 的 方法 是 构 作 出 一 个 疡 adie 函数 , 它 在 1-~? 处 与 
LCs,，X) 有 (基本 上 上) 同 祥 提取 值 . 固定 各 到 Co 的 一 个 谨 入 , 于 
是 Dirichlet 特征 x 的 取 什 属于 人 CC 十 是 Teichmiiller 特征 
也 可 视 为 Dirichlet 特征 ， 导 子 为 9， 阶 为 Ke) 一 2p 一 1 
或 2. 


定理 1 设 X 为 一 Dirichlet 特征 , 导 子 为 1, F 是 了 和 9 的 
倍数 ， 则 存在 唯一 的 p-adic 半 纯 (车 处 关 1 则 全 纯 ) 函数 Lots， 
从 ,定义 于 {5 EE G1s| 之 gp 0 在 9 和 负 整 数 取 值 为 


Bs, rw " 


Ln = 1 


当 区 一 1 时 Lts, 切除 s 一 1 外 解析 且 在 s 二 1 为 单 极 点 ， 留 煞 
为 1 一 1/p. 一 般 地 ， 有 公式 


F 
Fe 和 一 识 一: ra ay DC BNF /a 
a J 一 
phe 
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与 上 理 定 理 1(1) 中 的 复 变量 7 函数 相 比 ， p-adic Z.- 函数 
中 多 出 因子 全 一 Xo“(p)p"” ,这 是 Lls, Xw“) 在 户 的 Euler 
乘积 因子 (之 逆 ). 一 般 规 律 部 是 这 样 的 ; 复 函 数 过 渡 到 p-adic 
类 似 函 数 时 , 都 要 去 掉 p- 分 红 ( 因 为 若 人 允许 pln, 则 17/w 对 
Padic 赋值 有 任意 大 的 项 ), 注意 特征 的 积 Xw "定义 为 $8.1 末 
意义 下 . 当 久 为 肯特 征 时 , 与 Xw "奇偶 性 不 同 , 故 BB yw-* 二 
0. 攻守 奇 时 了 (sy 1 一 0. 偶 时 二 (5，X)》 不 是 零 函 数 . 

p-adic 函数 的 好 处 之 一 是 易 求 得 同 余 式 . 有 以 下 性 质 ( 见 
[Wal): 


定理 2 (1) 设 X 半 1, pqtjz; 则 
Ls AH) =aod alts Oo— 1) ats oe— 1 + 
其 中 |ac| 所 1 pla (i 完 1), 
(2) 设 如 上 , mx, rn € Z、 则 有 p-adic 整数 的 辣 余 式 ;: 
Lm, ¥) = Ln, Y) (mod p). 
{3) 设 普 兰 下 关 0Cmod pp-1) 为 偶数 正 整 数 . 
则 
B» 
2m 
更 进一步 , 若 澡 , n 为 俩 数 正 整数 是 m 二 nx (mod (p 一 1) 产 ), 而 
玉兰 Oemod pp 一 1)， 刚 


时 B» - 一 pp B: 十 1 
《1 一 在 这 地 (人 1 p= (mod p*+1), 


a {mod py. 


(4) 设 奇数 #4 关 一 1(mod pp 一 1), 则 有 p-adic 整数 同 余 式 : 
Bl | 


Bs 三 1 


{mad p). 


也 可 由 工 ,(1，X) 的 值 , 得 到 类 数 公式 : 


定理 3 (1) 设 X 关 1 为 Dirichlet 特征 , 导 子 为 让 记 区 一 
了 了 
N = rT = Px), 


| fF 
Fl K) =— l! 一 < EH Daa)log, Fe). 
对 一 


(2) 设 天 为 了 次 全 实 Abel 数 域 ， 则 


2 CKORAK) (ED)1 
1 一 工 (1， 2， 
oT 工 | | 


其 中 R(tK) 为 p-adic 正规 子 , 完全 与 复数 正规 子 同样 定义 为 
det(nlogyp Caz)) (1 si Sr 一 1)， 其 中 拱 入 器 的 实 . 虚 性 以 
C 到 忆 的 圣 入 计 ， 正 规 子 只 (K) 和 判别 式 瑟 (天 ) 定义 中 的 行列 
式 符号 5 即行 的 顺序 ) 证 这 样 选取 : 取 定 顺序 使 对 无 限 赋值 有 
RtK)/D(K) >0, 然后 在 p-adic 情形 下 用 同一 顺序 . 可 证 明 有 
aRCKY/ DOR)|, EL1. 

和 猜想 R(t 尼 ) 天 0 对 任意 数 域 疏 成 立 (Leopoldt), 这 对 Abel 
域 下 已 得 到 证 明 , 并 可 由 此 推出 L(ti,X) 了 0C 当 xX 关 1 为 偶 特 
征 》, 

p-adic 工 - 豫 数 有 许多 应 用 . 如 证 明 如 下 定理 . 


定理 4 设 户 为 疝 素 数 , KK 一 Q0(5,), 天 是 天 的 最 大 实 子 
域 , 六 ,天 + 为 其 燃 数 ， 有" 二 hh!， 则 
CD ph SplB; (j=2,4,%,p—»). 
《27 plht =plh, 故 plhSplB, (=2, 4 二 一 
3)， 其 中 五 ; 为 Bernoulli 数 ， 
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利用 p-adice I 函数 易 证 明 著 明 的 Ankeny 一 Artin 一 
Chowla 公式 设 QCvD) 的 基本 单位 为 :一 (十 wv Pp )/2 放 
1, 大 1(mod 4)， 则 其 类 数 疡 满足 ; 

再 站 = Bo.. ye (mod p), 


因为 h 之 Y pp， 故此 式 唯一 闫 定 有 (如果 tt 闫 mod 声 )， 

在 [Zh5, 11, 12j] 中 , 对 二 ,三 ， 四 次 域 分 别 得 出 一 系列 
Ankeny 一 Artin 一 Chowla 型 的 公式 , 许多 公式 也 可 以 唯一 决 
定 类 数 . 

如 对 实 四 次 循环 域 尺 ， 有 了 只 -的 二 次 子 域 ， 有 相对 基本 
单位 (使 Nrn(E) 二 干 1 且 与 其 共 罗 , 的 基本 单位 及 一 1 生 
成 指数 为 馆 = 1 或 2 的 单位 子 群 ). 设 Txn(E) 一 (a 十 
bv DR /ar bE Zp=r 二 = 1{mod 4), 3 为 桥 数 ， 
hh 二 (CK)/hCk)， 则 有 

(1) 若 K=OWpTsvp), p11(mod 8), 则 

丰 (C3: 16)/p — 0) (20) 
= Bo vaBao_vatmod p). 


(2) 车 一 OYVp+sYvp), Pp 三 5(mod 8) 则 
hr 16C, =— Eo snl rs (mod Fp). 


(3) 车 民 一 QIV3(b 十 swp) ,5 关上 三 5Cmod 8)， 则 
hr Cs A yadag_va (med p). 


其 中 心 为 Bernoulli 数 , .CEuler 数 》 和 4 定义 为 
sect = DEer/Com!, — /1 + 2cht) = > At /nl 
而 C= (Cez +16/p — 5/3)/(Qa). 
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再 设 五 为 一 次 大 环 域 ， 则 乓 有 一 单位 
n= Cat br(X) + br 3, 
与 其 共 轴 及 一 | 牛 成 全 单位 群 (其 中 a € 2,5E Q(v 一 3),X 
隆 1 为 的 特征 ), 记 扩 为 K 的 导 子 ,e 二 (p 一 1)/3. 则 有 
(4) 着 斑 一 为 素数 , 则 
h(tK)C = BB 《mod p)} 


ACKIC = iB aBa x (mod p), 


其 中 C= (6 一 27D70faD) 一 牛 /a:; 二 Xw“，B, 和 BB.,y 为 
(广安)》BRernoulli 数 ， 


解析 理论 在 数论 中 有 独特 的 作用 ， 有 不 断 的 发 展 , 以 下 介 
绍 一 些 著 名 结果 . 


Brauer 一 Siegel 定理 ” 设 关 过 在 双 上 止 规 的 数 域 的 一 个 
序列 , 满足 aylog 4 一 ~ 0, 则 
logtRA}Y 一 logv da， 

其 中 #4, q, 呈 ,表示 天 的 次 数 ， 判别 式 绝对 值 , 正规 于 ， 美 孝 。 
若 去 掉 正 规 条 件 而 假设 对 某 8 > 盖 0 在 区 间 [L1 一 全, 1] 中 bx(s) 无 
零点 ， 则 定理 仍 成 立 . 

系 1 设 玉 过 次 数 回 定 为 x 的 数 域 序列 . 则 当 吕 一 2 时 和 
log (RAY) ~ log wd. 
与 此 相关 的 结果 有 :51) 存在 常数 C, 使 当 数 域 居 了 关 如 时 ， 
有 log (RA) /log(d) CC. (2) 存在 常数 Cs 使 对 所 有 正规 数 域 
KiQ 有 Ilog(RA)| Cs log d', | 
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域 上 的 紊 理想 于 和 集 虹 的 Dirichlet 密度 定义 为 如 下 极限 
《如 果 存 在 }; 
1 加 


7 
lim ‘2 下 mi | 


s—1! 


侯 乎 以 下 的 极限 称 为 M 的 密度 (通常 密度 ) 更 合理 些 ; 


#{0 EM:INYOAAEn' 
ln TN 二 让 
但 易 证 明 , 若 普 遂 上 密度 存在 介 Diriehiet 密度 也 存在 旦 二 者 相 
等 ， 
在 8 8,4 定 理 2C3) 的 证 明 中 已 得 到 , 当 s -> ] 时 有 


logtr (HY ~ DINO OING.. 
站 1 


这 里 像 通常 -- 样 ,As) ~ g (5) 意义 为 了 Cs) 与 g(5) 相差 一 个 在 
Ss=1] 解析 的 范 数 ， 因 CS) 在 3 一 1] 为 单 极 点 ， 敬 
1 

sO—1 
这 就 说 明天 的 以 下 两 素 理想 集 均 有 Diricnlet 密度 1， {的 率 
理想 如 全 体 }，! 剩 祭 次 数 六 旬 ) = 二 1 的 下 的 素 理 想 金 体 ;. 由 于 
分 赎 的 率 理 想 只 有 限 个 , 可 知 {完全 分 型 的 下 的 素 理想 旬 全 体 ， 
的 密度 也 是 I， 央 此 我 们 可 以 说 , 大 的 “几乎 ”所 有 束 理 想 闪 在 
二 一 由 站 有 上 都 是 完全 分 裂 的 , 车 天 是 旬 的 4 次 扩张 , 则 每 个 
户 所 在 天 中 有 x 个 国 子 着 , 故 上 述 也 可 转述 为 ;在 天 中 完全 
分 恤 的 有 的 素 理想 (pp 全 体 ” 的 痊 度 为 1/n. 

设 玉 /2 为 Galois 扩张 , Sxn 为 在 扩 玻 天 中 完全 分 民 的 有 的 
圳 理想 集 . 着 工 了 下 也 是 上 的 Galois 扩张 ， 则 显然 Sr 世 Swi 
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1ogg {sy ~ log 


以 符号 51 < 5; 表示 :在 相差 密度 为 0 理想 集 的 意义 下 S, C5;. 
如 果 Sym < Si 则 可 断言 了 一 天 ,这 是 由 于 Sit 的 密度 为 
1/[KK :如 同上 述 kx 二 1jm)， 故 由 So < Six 则 可 知 
[KK :上 *] 污 [ 工 : .由 此 易 证 如 下 : 


定理 5 设 攻 /站 为 Galois 扩张 , EE/ 为 有 限 扩张 则 
Sgt < SenSR DE, 


证 明 (>) 设 L/E 是 含 上 的 最 小 Galois 扩张 . 和 的 素 理 契 
乡 在 瑟 完 全 分 裂 当 是 仅 当 它 在 工 如 此 , 因为 这 相当 于 区 的 每 个 
*- 共 斩 舍 于 完备 化 上 e,，(〈 若 中 E Set 则 外 在 五 分 到 ,5 息 一 也 
在 5E 分 裂 (对 所 有 五 的 下 一 嵌入 )》, 套间 在 foE} 生成 的 域 工 中 
分 殊 ), 均 Sy 之 Sa 二 Sen. 于 是 KLiR 是 Galois 扩张 ,Sri 
= Srna fl Sr < Sg 故 [KL :上 1 二 Sgin 的 密度 之 Sxn 的 密 
度 一 [大 ] 即 知 KL 一 ,ECLCK. 口 

密度 问题 与 类 域 论 关系 密切 ， 我 们 先 引 用 下 章 类 域 论 的 革 
些 结 论 讨 论 一 个 重要 的 密度 问题 . 设 天 大 为 2 次 Gaiois 扩张 
(注意 不 一 定 是 Abei 扩张 )，C 一 CG( 兵 上)、 对 给 定 5 EG, 令 

TT, 二 {各 | 外 在 友 非 分 歧 且 (2, 天/8) 一 本 

其 中 名 过 点 的 素 理 想 , 信 荐 名 在 久 的 任 一 素 理想 因子 ,名 ， 
尺 / 上 ) 是 名 决定 的 Frobenius 映射 ,当然 每 个 多 对 应 的 不 仪 是 
9， 而 实 为 06 的 其 罗 类 ;车 们 | 幢 则 * 史 | 佣 ， 于 是 ( 从， 乓 /8 一 


一 1 


TOT 


定理 6(Tchebotarev 密度 定理 ) ” 设 天 /8 为 n 次 Galois 扩 
张 , 则 工 , 的 密度 为 
人 (了 。) 一 At 
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其 中 cc 是 o 在 GCKiE) 中 的 共 辊 元 个 数 ， 

证 明 设 o 的 阶 为 f, 固定 子 域 为 kK, 则 KR/&* 为 次 循 
环 域 ， 研 是 类 域 , 即 有 K’ 的 模 ( 除 子 } 对 KA/K’ 可 许 , 司 zy， 
GOK/AKRD = C—Om HK 为 同 构 , Ttm) 


”为 K* 的 与 人 m 互 素 的 理想 群 ,HH 是 I6m) 的 子 群 - 不 妨 设 工 ,二 


Im 否则 取 了 ,中 与 出 互 素 的 理想 仍 记 为 了 ,密度 不 变 ). 设 
Tk 二 {名 | 国 ;人防 1 民 读 )=o} (其 中 ETO) 记 了 人 站 KR 一 2 
记 Ts= 人 {FF | R83!'modHH 国定 在 某 类 }( 闪 过 在 有 " 完 爹 
分 弄 的 上 素 理 柜 . .2 mod 万) 二 .2 (0)), 风 显然 了 xo 与 4 间 1 
:1 ] 对 应 (名 /只 有 一 个 素 因子 多 ) , 因 天 /天 ”为 循环 扩张 ,我 们 
知道 工 ; 的 密度 (只 依赖 干 在 上 剩余 类 数 为 1 的 素 理 粮 ) 蚌 


Co 一 地 另 一 方面 ,对 辕 定 的 名 ,满足 (PF,K/8) 一 a 的 外 
的 个 数 为 并 Gu 并 GetGy 为 G 中 与 o 可 换 的 元 素 集 ,Gs 为 多 


”的 分 解 { 固 定 ) 群 ), 因 (G : G,)==c; 鼓 ##Go/ 并 Gs 一 fcf. 鼓 


HT) = L/D nic =etn. 口 
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第 九 童 ” 伊 代 尔 与 类 域 论 


类 域 论 是 数学 诸 理论 中 ,体系 最 完美 的 一 种 . 从 类 域 论 的 -- 
般 性 结果 ,可 以 系统 地 导出 所 有 的 关于 一 次 域 .分 国 域 , 库 木 尔 
扩 域 等 阿 贝 尔 域 ,高 次 互 反 律 等 等 数论 已 知 结果 . 简 言 之 ,类 域 
论 闻 明 了 域 的 (理想 或 仇 代 尔 ) 类 群 与 该 域 的 Abel 扩张 的 关系 . 
特别 ,类 群 与 扩张 的 Galois 群 是 同 构 的 . 由 此 可 知 类 群 的 定义 
要 推广 ,否则 即 如 8 的 类 群 也 是 平 几 的 ,就 不 会 有 日 上 的 类 域 
论 本 . 

1898 一 1899 年 ,Hilbert 在 编写 Zahlbericht 之 后 ,对 数 域 结 
构 有 了 新 的 解 悟 , 医 想 对 任 一 数 域 , 存 在 Abel 扩张 天 /使 得 ， 

(1) Gal( 尺 /ER) 实 CCR) (的 理想 类 群 ); (2) 天 1& 非 分 歧 ( 对 
任意 素 除 子 ); (3》f/( 吕 | 如 ) 是 使 8' 为 主 理想 的 最 小 正 整 数 
了 (CR, 周 为 有 ,KK 的 碌 理 想 );(4) 上 的 理想 到 天 后 均 为 主 理想 ,此 
到 妈 称 为 点 的 (Hilbert) 类 域 . Hilbert 对 类 数 hCG 一 2 证 明了 天 
的 存在 性 . 他 的 学 生 Furtwangler 到 1907 年 证 明了 前 3 条， 
1930 年 证 明了 (4). 1908 年 ,HH. Weber 引入 广 记 理想 类 群 
Co ,对 Cs) 作 了 类 似 于 Hilbert 的 猜想 ,证 明了 类 域 的 唯一 
性 . 

1920 年 ,T, akagi( 高 木 贞 滩 } 对 广义 理想 类 群 证 明了 类 域 
的 存在 性 ,一 定 程度 上 确立 了 类 域 论 . 但 类 群 与 Galois 群 的 同 
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构 是 靠 计 算 群 的 阶 得 到 的 ,对 应 还 不 清楚 . 

192? 年,E, Artin 证 明了 类 群 与 Galois 群 之 间 的 同 构 由 
Frobenius 映 射 ) 给 出 C 即 Artin 映射 ), 队 而 完成 了 类 域 论 . 

在 类 域 论 的 表述 方面 ,1936 年 Chevalley 引入 仇 代 尔 
Gdele} ,可 表述 无 限 扩张 ,并 将 证 明 算 术 化 . 每 个 广义 理想 类 群 
均 为 idete 类 群 的 同 态 象 , 从 此 idele 显得 越 来 越 重要 . 在 20 世 
纪 40 年 代 后 期 ,Artin 在 讨论 班 上 用 idele 讲述 类 域 论 .影响 很 
大 .此 外 ,Hasse 在 1930 年 代用 单 代数 理论 表述 类 域 论 ,基本 定 
理 为 ;下 上 的 单 代数 在 关上 分 更 当 且 仅 当 它 处 处 局 部 分 裂 . 1950 
年 ,G. Hochsebila 指出 羽 用 上 同调 语言 即 可 表述 类 域 论 ,只 需 
2- 上 闭 链 而 不 需 单 代数 . 约 同 时 ,A. Weil 发 现 伊 代 尔 类 的 基本 
2- 上 链 , 也 强调 上 同调 方法 , 在 此 基础 上 ,Artin 一 Tate 的 著名 讲 
久 fA-Tj 在 有 限 群 上 同调 塌 论 基山 上 ,重新 构成 了 类 域 论 . 
Iyanaga[ly) 对 此 详 有 论述 .此 外 ,Zornt1933) 由 可 除 民 数 的 Ze- 
ta 函数 的 函数 方程 出 发 ,可 得 到 单 代数 基本 定理 ,从 而 得 到 类 
起 论 的 另 一 证 明 路 线 ,，Weil 的 书 CWe] 即 采用 此 路 线 . 本 
Neukirch 用 纯 拓 扑 群 论 的 方法 也 给 出 简洁 的 铀 述 . 

当然 ,最 吸引 人 人 的 方法 当 数 直接 构 作 出 类 域 从 而 明显 给 出 
互 反 律 (对 应 ), 即 所 谓 Kronecker* 者 春之 梦 ”(Jugendtraum》， 
但 目前 仅 对 虚 二 次 域 ( 及 其 推广 CM 一 域 ) 成 功 ,主要 是 用 椭圆 
曲线 理论 ， 

以 下 将 主要 用 idele 语言 阐述 类 域 论 ,利于 读者 阅读 现代 文 
献 . 同时 也 兼顾 理想 语言 ,因为 由 此 很 易 看 到 Artin 映射 的 自然 
性 ,完全 舍弃 是 不 适宜 的 . 整个 理论 的 盖 述 是 经 证 明 的 , 卫 基 本 
自足 .将 少量 使 用 上 同调 论 ( 即 循环 群 的 "六 迪 形 ”) ,并 以 多 种 方 
式 表 述 类 域 论 的 结果 ,便于 读者 使 用 . 

役 KK/k 为 n 次 Abel 扩张 ,8 为 天 的 素 理 想 , 在 天 非 分 歧 ， 
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让 | 久 是 并 的 素 理 想 ,以 中 是 一 产 轴 | 多 ) 次 扩张 (这 里 玉 , 关 是 
模 吕 ,8 剩余 类 域 ), 天 是 g 一 N 甸 =p“* 元 有 限 域 (f= 二 (外 |p),p 
二 各 门 2), 故 = 本 ) 尺 二 Fj 从 而 全 二 GK 一 (5) 是 了 阶 御 
环 群 , 而 G 守 Ga 一 GCK/K") ,K" 为 轴 的 分 解 域 . 从 而 了 在 Ga 有 
了 叭 一 原 钊 5 二 ( 吕 , 天 /8), 称 为 器 的 Frobenius 自 同 构 . 对 于 前 的 
另 一 因子 器 ,二 式 , (ByK/ 直 二 ror !' 二 a( 见 3.6); 歼 og 只 依 
赖 于 关 , 从 而 记 为 o 二 06 一 《但 ， 尺 /和 ). 由 于 5(8) 二 可 , 磷 op 由 下 
式 唯一 闫 定 ， 
《各 ,天 /Jas=an (modl) (YY rE Or). 
因此 每 个 非 分 歧 素 理想 旬 对 应 一 个 C8,K/RYEC=G(K/E). 这 
就 得 到 (Artin) 有 映射 
A Td)-—rO 
@—>(, K/k), 
其 中 4 一 Disc(K/&) ,I(d) 是 中 与 4 瑟 案 的 分 式 理想 全 体 , 量 
Artin 符号 (多,KK/) 按 积 性 延 拓 到 Fa) ， 
CI 多, 天 [2 一 开刀 天/ 

我 们 将 证 明 .sz 是 满 射 ,并 人 确定 Ker.x ,从 而 得 到 基本 定理 ， 

Tay Kere 全 人， 
因 oo 基 耻 阶 元 , 才 荐 名 二 Nin 二 和 则 G0) 二 (外, 民 /) 人 二 
1, 故 Ker-w NG) 二 {Nkn(Q)|Q 为 与 4 互 素 的 KK 的 理想 ). 
事实 上 ,可 证 明 Keref 一 PsN(d) ,其 中 心 是 某 些 主 理想 . 故 有 

Hd/PaNCd) 兰 C 
我 们 还 要 考虑 比 1(4) 更 一 般 的 广义 理想 群 1(3t) ;要 使 用 idele 
群 作为 丰 本 语言 ;要 发 展 各 基本 定理 ;并 给 出 局 部 一 整体 类 域 论 
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3 9.1 Idele 群 


设 上 为 一 数 域 ,Mi 是 其 素 除 子 集 , 其 中 名 -adic 素 除 子 以 外 
记 之 . 设 记 是 旬 对 vE Mi 的 完备 化 , 直 积 


了 入 


可 以 说 含有 天 的 金 部 信息 . 但 此 集合 显得 太 大 ,其 中 元 款 的 性 质 
与 域 的 元 素 很 不 -- 样 . 以 S- 记 无 限 素 除 子 全 体 心 . 是。 的 单位 
群 ， 

定义 1 设 a 一 Ca) 蕊 [| 刀 ，, 如果 a 的 "几乎 所 有 ”分 量 a。 


€DU, 为 单位 , 则 a 称 为 £ 的 一 个 idele(“* 几 乎 所 有 ”是 指 * 除 5.。 
和 有 限 个 之 外 全 部 7”). 全 体 idele 记 为 了 或 J, 称 为 idele 群 , 群 
运算 为 护 分 量 相 乘 . 二 按 对 和 角 线 嵌入 了 , 称 为 主 idele 群 . 放 有 
如 CJ.C 一 J/k' 称 为 idele 类 妊 . 

idele 源 自 idea] element; 是 Chevalley 1938 年 提出 的 ,注意 
对 于 一 个 idele ea 一 fo , 它 的 有 限 个 非 单 位 分 基 是 其 本 质 . 

设 5 了 8S- 是 at 的 一 个 有 限 子 集 ， 


Js= [I[#: x [Ie (1) 
vu 人 E 流 


多 及 
中 的 元 素 浆 为 S 一 idete ,其 中 避 , 为 的 单位 群 . 天 S-idele 就 是 
只 有 S- 分 量 可 以 非 单位 的 idele. 显然 


了 一 Us 《2 
而 主 9-idele( 或 称 有 中 S-idele? 群 是 指 
ks = k&" fs, (3 


就 是 S- 单 位 和 群 (§$ 6.4 定理 2). 当 5 一 S, 时 ,ks 即 是 普通 单位 群 
UE). 
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注意 idele 群 就 是 直 积 上 | 中 只 有 ”有 限 个 分 量 " 可 非 单 位 


的 元 素 集 ,不 过 这 “有 限 个 分 量 ? 应 包含 93.- 分 量 在 内 . 因此 了 也 
被 称 为 ex CuE Ad 的 “限制 直 积 ”注意 各 是 局 部 紧 群 ( 即 各 点 
都 有 紧邻 域 ,实则 只 需 1 有 紧邻 域 ), 例如 当 = 是 四 -adic 素 除 子 
时 ,由 人 4.6 知 1E 双 有 一 串 紧邻 域 漏斗 太一 1 十 他 一 人 aE 有 1 
Da-1l ,<A/N Ot) ,0 =U, (NR 6.4), 

kA OUDU,DU,D DDI). 
故 J 是 一 些 局 部 紧 群 的 直 积 ,而 电 “ 几 乎 所 有 ”这 些 局 部 紧 群 
( 即 UU ) 都 是 紧 的 . 所 以 J, 是 局 部 紧 群 (对 积 拓 扑 }. 我 们 令 所 有 
这 些 J 为 开 集 , 随 使 7 成 为 局 部 紧 拓 扑 群 . 事实 上 ,下 述 即 为 1 
E 了 的 一 信 基 本 邻 域 系 ， 


As) 一 [< = (a) EJ 


jia 1, < 当 uES 

al, = 1,; 当 vu 拘 5 
其 中 5S 这 会 S-. 的 素 除 子 有 限 子 集 ,0<s<1 任意 . 所 以 , “a 很 你 
近 1” 就 意味 着 a 的 3- 分 荆 很 带 近 1( 对 所 有 S) ,也 就 意味 着 每 
个 分 量 均 很 靠近 1. 同样 ,a 与 志 很 靠近 意味 着 每 个 分 量 均 很 车 
近 . 当然 ,上 述 基 本 领域 系 也 可 改写 为 等 价 的 基本 邻 域 系 : 


Tw, x [le (5) 
1 了 


其 中 全 .过 1 在 驴 的 基本 邻 域 ,S 二 5.. 过 素 除 子 有 限 集 ,1EJ 
的 每 个 邻 域 会 上 述 一 个 基本 邻 域 , 其 闭 包 是 紧 的 , 故 也 可 知 
是 局 部 紧 群 ， 

' 按 对 角 线 能 入 J 了 即 对 aER" ,将 a 等同 于 layayas'") 人 
了 ,于 是 已 所 显然 天 是 了 的 离散 子 群 (从而 也 是 闭 子 群 ). 事 
实 上 车 娠 中 元 ae 一 (oENILS) 而 天 1 一 011)， 则 
Te 一 14 过 1 与 月 积 公 式 巴 盾 ($6.4). 故 邻 城 N(1,S.) 


(41) 
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中 只 有 16 避 .因此 idele 类 群 C 一 产生 仍 为 局 部 紧 群 . 
设 玉 寻 是 闫 次 扩张 , 关 的 iaele a 一 Cao)€J7r 的 范 Wake) 
定义 为 二 (5 入 半 ,其 中 
六 一 [Il Nta,) (8) 


其 中 NN, 表示 下 , 到 和 的 (局 部 ) 范 映射 ,由 $4.8 知 上 述 定 义 与 
到 小 的 联 入 相 容 , 即 对 aEKK" ,作为 元 素 的 范 的 idele 
(Nana) ,等 于 主 idele (0) 的 范 Nela). 

对 idele a 二 Ca); 定义 2 在 ”的 标准 同 值 为 上 oa 小 ,一 
| es ls 定义 a 的 体积 为 


lal = als= Tleal.. (7) 


EM 


此 浅 积 的 几乎 所 有 项 为 工 故 乘积 有 意义 . 体积 为 1 的 idele 全 
体 记 为 1. 乘积 公式 意味 着 友 忆 耻 , 记 CI 一 J 和 /Ek". 

idele 的 主要 音义 在 于 ,每 个 idele a 二 (a,) EJ 的 有 限 除 于 
分 量 决定 一 个 理想 


‘= | ee C8) 
nb 在 


其 中 名 , 是 zx 的 赋值 理想 ( 常 将 * 在 六 及 中 的 赋值 理想 用 同一 
符号 介 . 表示 } ,vtx) 案 示 wv 的 标准 指数 断 值 , 这 就 建立 了 上 的 
idele 群 j; 到 理想 群 == 了 的 同 态 映射 

Pr, A a) 《91 
核 恰 为 Sr-idele J , 战 


7 LI, (10》 
主 理想 子 群 PCI 在 ?下 的 原 象 为 如 Vss, 故 理想 类 群 癌 构 于 
Th Js 1/P, (11) 
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注意 这 是 有 腿 群 , 故 可 扩大 5. 为 8 使 Js 包 合 J/&* As 中 的 所 
有 陪 集 的 代表 元 ,由 JE Js=1. 所 以 看 在 有 限 集 5S 二 9。 ,使 


d= ks, Ceo= kJs/k". (12) 

这 也 就 是 说 , 开 子 集 J's 在 J 中 是 很 大 的 . 而 
dE” C 、 ， 
ATTA FR CC (13) 


其 中 己 ; = Js/&s 称 为 S-idele 类 群 . 如 果 S 王 SS, 上 式 布 方 即 为 
I/P, 是 有 限 群 . 对 一 般 的 5S, 因 * JDk' J , 故 C/Cs 是 有 的 


$9.2 射线 理想 类 群 


设 MM 是 域 丰 的 素 除 子 集 , 素 除 子 的 一 个 形式 积 
n=- 1 Hm 


称 为 一 个 除 子 (divisor)， 其 中 mtv) 全 ZZ 人 只 对 有 限 多 个 s 非 0， 
统 ,=w 中 称 为 zm 的 * 分 量 .满足 下 列 条 件 的 除 子 哎 称 为 模 
Cmodulus) 或 闭 链 (cyele); 观 tw) 守 0 且 
,wy 19 或 1， 当 为 实 素 除 于 
0, 当 %w 为 复 素 除 子 ， 
也 就 是 说 , 械 缠 不合 复 泰 除 子 ,每 个 实 素 除 子 最 高 只 能 一 次 . 记 
于 一 名表 ,其 中 呐 , = ]jerw = 贡 9" 可 等 同 于 一 个 理 


想 , 称 为 对 的 有 限 部 分 , 沉 .。 一 Jw 是 无 了 分 车 ?| 纲 , 是 
非 阿 基 米 德 素 除 子 , 常 以久 记 其 赋值 素 理 想 . 
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定 巡 1 对 a 二 (ta)EJb 定 义 
z=] (mod’ NR) 
意义 为 
a 三 1 (mod' 纲 .) (所 有 ?2| 咪 ) 
即 
二"， 当 多 | 哎 ,; 
0 二 ge ( 正 实数 )， 当 =。 中。 为 实 除 子 . 
满足 e=1(mod "和 揽 ) 的 2E 了 全体 记 为 jn, 记 起 一 有 门生， 
显然 


Jm = Wn) x 了 让 
z| 柚 vt 


《其 中 下 表示 只 有 限 个 分 量 (包含 无 限 素 除 子 分 其} 可 以 不 是 
局 部 单位 }, 为 了 记号 方便 , 当 v 蚌 无 限 素 除 子 时 , 常 记 如 .二 如 ， 
泊 寺 时 , 记 Watv) = 二 局 ,并 记 

Wg 一 lI wt) x lo 


显然 ,Wm 全 体形 成 J 的 全 1 开 子 嫩 的 一 -个 基本 条 也 就 是 说 ， 
每 个 Wa 是 开 的 ,而 且 任 给 的 含 1 开 子 群 ,总 存在 某 使 此 
子 群 会 Wa. 


大 中 满足 4 寺 1 tmod' 法 ) 的 元 圳 全 体 为 如 一 &* 站 Jwm; 所 
有 这 种 4 生成 的 主 理想 (x) 全 体 记 为 Pa ,以 天 绞 ) 记 与 强 互 素 
的 记 的 分 式 理想 了 全 体 ( 即 分解 为 素 理 想 短 之 积 后 ,分 子 分 苹 
中 的 素 理想 鬼 不 含 于 缠 . ). 称 

T OD) /Pa 
为 上 的 射线 理想 类 群 (ray ideal class group) 或 于 -理想 类 群 . 其 
中 元 率 个 数 记 为 hm , 称 为 射线 理想 类 数 ,或 驶 -理想 燃 数 . 
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现 考 虚 I(W)/Ps 与 普通 理想 类 群 I/P 的 关系 . 首先 易 知 ， 
1/P 中 每 个 理想 类 均 含 有 工 哮 ?中 的 整理 想 . 事实 上 ,在 1/P 的 
给 定 类 中 任 取 - -整理 想 了 由 孙子 定理 (中 国 剩余 定理 ) 知 有 wwE 
〇 . 使 
x = 把 中 《mod (WE) ,vu | 

(其 中 七 久 ,一 织 , 中 DD, 寺 是 a 了 与 纲 互 索 . 再 求 8E 
Ow 使 P=1(meod 多) 所 有 | 观 ) ,B= Cmod 多 
(省);, 则 a7'BI 为 1( 咒 ) 中 整理 想 .这 说 明 
了) 在 模 Pm 同 态 干 的 但 为 整个 理想 类 群 1/P, 记 

PWN}=PNION) 
为 与 驱 互 素 的 主 理想 全 体 , 则 有 

MY /PM YT/P. 
而 POM) 由 骂 ) 生 成 ,A( 驶 ) 蚌 与 骂 互 素 的 中 数 集 , 而 生成 
Pn 的 全 体 数 是 Ukwmw,U=UCE) 是 上 的 单位 群 . 从 而 P00) /Pa 
kM Uk. 


TN)—] 
| 8 | 天 
kMR)I—P WP 
| i | 
UU —=U km » Py 
[i | i 
Uy 一 


Ukn/kn 之 U/kg 站 二 UUsyUwm 是 mod* 匆 为 1 的 上 单位 集 . 
故 
hn = HTMY /Pa = tI/P MI CHP WP /Pa } 
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={#1/P) (FEM Uh) 
一 请 (有 (1 : Ron) CU + Um). 
而 二 (0) /aa 有 类 似 孙子 定理 的 分 解 ， 
kM AEn SE I| OW 名 x [| RAR Cx) 
nl EE 
每 个 aE 观 ) (mod kv) 对 应 于 它 的 各 局 部 剩余 类 (其 中 RR" 表 
示 环 尺 的 单位 群 ,R' 是正 实数 乘法 群 ). 惠 实 上 ,kt( 驾 } 到 上 式 右 
方 有 自然 同 态 多 由 道 近 定 理 ($4,4) 知 % 是 满 射 , 显 然 Kerp 一 
km' 即 知 有 上 述 辣 构 . 这 提示 我 们 定义 Euler 函数 
PP) 一 I #0 Be 2 — CkCMY ; kg). 


可 辕 。 


显然 gv 二 (NN 名. 一 DN ,我 们 证 组 了 


定理 1 数 域 £ 的 射线 理想 类 数 im 一 并 开放 ?7Pm 等 于 


ha = WN) 
UU: Un) 
是 有 限 数 ,其 中 是 的 理想 类 数 


注 记 1 《7 : Um) 有 限 , 故 Um 也 有 r= 十 rz 一 1 个 独立 
单位 作为 生成 元 , 设 为 @@，…,e,( 不 计 单 位 很 ). 则 可 定义 汶 - 正 
规 子 Rm 为 

Ra 一 |detflog|eei | Ri SE), 


例 ! 设 骂 =1, 则 10)=I, Pa 一 P,hm 二 上 . 


例 2 设 上 一品, 时 一 moof( 其 中 因为 自然 数 , 是 一 些 素数 

〈 素 除 子 ? 的 积 ). 则 gq(m) 二 2gCm). 因 UU={ 土 17, 帮 Uwm 一 {1} 

{ 因 o0 | 纲 , 获 4 二 lmod'" 对 ) 要 求 &w 二 nw。 二 RR'; 帮 w 语 0). 
271 


从 而 ho 二 28Cm) 72 二 pCm),Qm 由 满足 a 三 (modrsrw) 的 正 有 理 
数组 成 . 在 上 述 广 浆 孙 子 分解 1x ) 式 中 (9 名 史 )" 实 
(ZE 从 而 外 时 7 加 衬 (ZE 7 X {1 一 了) 故 YY 
JIn 实 (Z/mZ)*. 故 每 一 个 园 - 理 想 类 可 着 作 是 与 mm 下 素 的 一 个 
算术 级 数 ， 

如 果 取 下 = 而 加 my 则 =U 一 pom) 7/2. 有 Gm) 
Zim) Tom) P 一 (ZAmZ) Al: 一 1 

对 上 = 日 取 宗 二 oo, 则 .是 正 有 理 数 全 体 ,在 几何 上 是 一 
“射线 ”. 这 就 是 射线 理想 类 名 启 的 由 来 . 

一 般 地 ,由 广义 孙子 分 解 (* ) 式 可 知 ,x( 纹 )/hm 的 p( 哎 ) 
个 陪 集 可 如 下 表示 

RMD= fw ta} {Ps ha 

其 中 EO 是 (Oif 驶 )* 的 r=《 驶 ) 个 代表 元 ,{ 记 EQ} 在 各 
实 素 除 子 z| 避 ., 上 的 符号 怡 为 所 有 :二 2*”“ 种 可 能 排列 . (当然 
我 们 可 以 选取 a 使 它 在 c| 强 .为 正 数 ,可 取 各 Bj 使 三 1 mod 
驱 ,) (在 表达 式 O;/0, 中 是 将 完 , 等 同 于 理想 ). 


例 3 设 £=QCY 4 ) 为 实 二 次 域 . 中 一 o01cos 一 oo 这 里 oo， 
和 oo: 是 站 的 仅 有 陋 个 实 素 除 子 . 按 定理 1 有 ,一 h2*/(U : 
U.). 设 se>1 是 & 的 基本 单位 , 则 U= 填 2, 着 N(e)=s 5 二 一 1， 
则 js 一 s<D 放 在世 从 而 区 -一 于. 即 知 (7 Cs 一 和 下。 
二 有. 当 NN(E) 二 1 时 ,seEU, 故 UE, (U1 U)=2, 本 
2. 即 
| h, 若 KE) 一 
24， 若 N(s) 一 1， 
注意 1 二 1(oo) 中 两 理想 了 与 .1 对 模 P, 在 同一 类 ( 称 为 0- 等 从 

272 


hh 一 


当 且 仅 当 
了 一 Ca)， 
其 中 ER 且 Niao) >0( 即 (oj) EP 或 aEk,; 亦 即 & 在 co, 和， 
到 值 峭 正 ), 这 就 是 7. 3. 1 中 定义 的 严 义 等 价 .一 h!+ 就 是 严 
义 类 数 .Coc) VE. 的 代表 元 可 取 为 (1 ,一 l, wd, 一 Yd}( 即 上 
述 {B) ,大 I(oo)/P. 的 代表 元 C 往 {01), (Yd)}. 当 且 仅 当 N(e) 
二 一 1 时 (V4)=(e YQ EP ;从 而 有, 二 hh; 否 则 ,一 2h. 
口 ] 

现 设 站 为 次 数 域 , 味 为 其 一 模 ,B 蚌 了 I( 汶 )/Px 中 一 个 射 
线 理想 类 . 记 j(B, 四 为 满足 Is 的 吾 中 整理 想 工 的 个 数 , 刚 
部 证 明 : 

BE) = pmi + OY) 
其 中 
2"1 (C27) Ra 

Wa VdsN MN) 
这 里 Ra 是 对 -正规 子 ( 见 注 记 1) ,CD) 一 NN (0M,)2*?-( 视 
驶 , 为 理想 ), Wn 是 Us 中 单位 根 个 数 ,d, 是 下 判别 式 的 绝对 
值 . 上 式 的 证 明 是 用 记 到 RE 的 懂 入 ,计算 西区 域 中 的 格 点 数 
(CLad). 


Pn = 


§ 9.3 ”理想 类 群 与 伊 代 尔 类 群 


设 & 为 数 域 , 强 必 其 一 模 .T( 纲 )/Pam 为 其 一 射线 类 群 ,J 一 
上 扩 为 其 Tdele 群 ,每 个 idele x EJ 岂 定 一 个 理想 (ta) E11= 上 , 区 
(a) ECM) , 即 与 哎 互 素 , 则 (a) 只 有 wv 并 的 分 其 . 由 此 知 下 殉 
同 态 是 满 射 : 
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前 ;jw 一 一 TD , a (4), 
其 中 的 Jw 由 满足 a 三 1(mod'* 驮 ) {有 即 4a, 三] mod* 纲 ,, 亦 即 a 
EWeaCw); zy 中) 的 idele & 组 成 . 显然 
Wn: = Kerg = woco x TU. 


{ 当 为 无 限 素 除 子 时 ,二 吉 ) ,Pa 二 1 (和 M) 的 全 原 象 显然 为 
tm wn, 故 得 

Jun/kom Wn TW /Pn (1) 
注意 {Wn} 构成 了 中 开 子 群 在 1 的 基本 开 子 集 系 ,我 们 以 
at) 记 Twm 的 zx- 分 量 ( 即 当 四 时 时 记 Ww (0) 一 0) 

《1) 式 将 射线 理想 类 群 表 示 成 了 idele 的 一 个 类 群 . 当 二 
如, 最 一 mco 时 ,(1) 式 看 方 为 (ZrZ) 一 G, (上 节 例 2), 同 构 于 
工 -一 如 (的 Galois 群 . 这 是 类 域 论 的 主要 思路 的 一 个 特别 情 
形 : 天 的 理想 关 群 兵 吐 )7P。 同 构 于 它 的 Abel 扩张 天 六 的 Ga- 
lois 群 . 如 果 开具 己基 , 则 CA 是 G。 的 南 群 .将 会 证 明 

GOK /ETRE' Ngdx, 
与 (1) 式 对 照 即 知 , 应 有 WwmCNJz. 也 就 是 说 ,给 定 兵 大 ,寻求 
层 使 上 CL 约 相 当 于 寻求 器 使 WmCNJx. 这 即 是 下 述 定义 
的 原因 . 


定义 1 设 K/ 上 是 xn 次 Galois 扩张 , 纹 是 的 模 . 称 哄 对 
天 /是 可 许 模 (admissible modulus) 是 指 Wm 世 NrJx: 亦 妈 
wo) C No 天 《所 有 ww|v EM， 
最 小 ( 按 除 法 ) 可 许 模 记 为 1(K/E) , 称 为 导 子 . 


这 里 史 是 w 到 下 的 廷 拓 ,KK。, 是 尺 对 w 的 完备 化 ,N, 是 
KK 到 上 的 范 映 才 .显然 站 NKS 一 NoUs 故 UCNK: 全 
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= 一 一 


[一 NT 将 在 89.6 证 明 (0s: No) 一 elmlo), 故 可 在 天 
非 分 歧 生 vt ,也 就 是 说 ;FCK/&) 会 且 仅 含 分 歧 素 除 子 ( 注 意 ， 
当 vw 为 无 限 素 除 子 时 ,tw 对 非 分 踊 规 定 为 所。 一 已. 即 仅 当 w 
实 而 ww 虚 时 称 为 分 峡 ), 令 

-人 (一 (NeI17 为 与 吕 互 素 的 天 的 理想 }， 


定理 1 设 下 为 下/ 的 导 子 (最 小 可 许 模 },2t 为 可 许 模 
〈 即 F107) , 册 
人) TCD /Po A OP TE PIANCF), 
Gi) Pr A FYIN TW) = Pw A (WM); 
PA 一 PgA(90)( 当 器 与 了 素 因 子 相同 ). 


证 明 先 证 ii) 第 1 式 , 设 IE 左 式 , 则 有 7TETI( 吐 ) 且 了 工 一 
(oON(mDoeEtrrrET(K) 与 严 互 素 . 
fa) 设 思 lov|F. 刚 = 二 WiCv)yCNGKRS 圾 一 
KS 因 一 aEk 症 如 单位 , 歼 Y, 可 取 为 tw- 单 位 .由 赋值 
的 逼近 定理 ,可 取 7 对 及 使 
NY Aas 《对 所 有 ?| 及 
| 一 一 WCG] (wlv,v Wwtf) 
《事实 上 ,可取 y 使 对 每 个 w| 上 了 恰 在 一 个 al 处 > 近 于 六 :在 其 
余 wiv 处 7 近 于 1, 则 NY 的 分量 为 [NY = N.Y, = 久 ). 
. wl 
于 是 有 | 
: av la {vlf) 
(yy 与 路 互 素 
(在 观 /F 浮 单 位 ,在 下 近 于 a, 故 与 王 互 素 ), 从 而 
T= (ON = (ANT DNGOD,. 
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(8) 因 了 了 ET) 与 嘱 末 素 ,页 (NO 在 中/ 下 各 位 上 
为 单位 . 而 77 也 为 单位 , 即 知 NON 为 单位 , 敢 wNC7 一 为 
单位 (在 咒 /FF) ,从 而 8=aNG 在 2 加 为 单位 { 因 在 v|f 近 
于 1), 有 卫 


B= p= NO M/F) ,0 € Ki, 
《 因 沁 FF 的 定 交 知 ; 当 vw 时 应 有 一 WyoyCNoK2), 从 而 
可 如 上 此 用 表 近 定理 , 取 YEK 使 
[TVYiss8 《对 vv| 完 /FF) 
Yel (NolF) 
则 BT 1 Gv [| 统 ). 特别 BNY7T! 三 1tmod* 骂 ), 击 I= CBYN 
C71) = (ANYT INGO €E Pa A (WM). 
这 就 证 明了 i) ,人 显然 可 知 . 口 
的 每 个 idele a 决定 了 它 的 一 个 理想 (a), 从 而 引起 满 同 态 
上 :JJm 一 ~ 下 只) , 核 为 到 ,Po 的 原 象 为 RnWwm. 通过 这 一 
及 射 我 们 将 可 以 看 到 idele 的 很 好 的 性 质 , 不 仅 idele 可 以 象 理 
想 那样 运算 ,而 且 各 种 理想 了 群 (如 : 范 子 群 ) 和 类 寿 与 相 庶 的 
idele 的 子 群 和 类 群 均 有 很 自然 的 对 应 , 考虑 下 图 中 理想 子 群 与 
idele 了 群 的 对 应 (记号 见 定义 1 和 定理 1): 


J < : Jn MN) 


RN < CPy ii NE Po A ONY 


站 Wan * : Rm Um 2 * Pa 
图 中 :ea 一 (4) 为 idele 到 理想 的 映射 ,i 力 包 售 肌 射 , 坚 线 为 
包 会 关系 ,参见 (1) 式 . 光 均 为 满 射 ,i 均 为 单 射 . 


引 理 1 设 下 /为 有 限 扩张 , 统 基 民 /8 的 可 许 & 模 , 则 
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可 Ta 


(1) gi CPa tf (MN) = hn Wn NIr(l ,MN), 
其 中 Jrftli; 哎 ) 为 wi 钢 分 晤 为 1 的 下 的 iele 集 . 
(2) $C Po A OMY) = NI dan. 


证 明 (1) 设 aEJu 使 (a)€EPs( 纲 ), 记 (a) 二 nN(D., 取 
EJ 与 了 的 分 量 阶 均 相 同 ( 即 当 对, I 时 ,wth,) 二 w(t) ,4 
的 其 余 ( 吕 ,和 时 ) 分 量 均 为 1 则 NCD =NGOD,AEJrdQ, 观 )， 
(0) 二 (aNA). 表 a 与 aN4 相差 一 个 Wa 中 元 5 处 处 为 单位 , 且 
在 对 分 晤 受 限于 aEJn,a€Ekm,4A 二 1), 帮 aE kmWnNJx(l， 
锯 ), 另 一 方向 包含 关系 显然 . 

(2) 因 台 为 可 许 模 , 故 WnCNJr ;从 而 knWmNJx(;, 红 ) 
CER" NJk 站 Ja 反之, 若 aEk' NJr 门 Jam, 设 4a 二 aNAE Jn, 设 


4 一 8 守备; 其 中 Bek 在 v| 虹 近 于 4; BEJr 在 v| 跑 与 4 同 ， 


其 余 分 量 与 8 辣 , 则 A/BEJxr(1,3M). 故 a 二 (oa) (CNP)CNB/B) 
(NA/B) E hpW a NJr (1 ,MM), 口 


定理 2 设 扩 上 叶 为 二 次 扩张 ,器 是 站 的 模 , 对 天 叶 是 可 许 

的 . 设 5; 一 -> 了 a 一 一 (a)，, 将 上 的 idele 自然 地 上 映 为 理想 ,y 

诱导 出 的 各 种 上 喘 射 记 为 册 . 设 gt AR FJ/km a 一 为 

自然 同 构 ,w 诱 导出 的 各 种 上 映射 记 为 4. 则 有 下 列 交 折 图 ,其 中 
横行 均 为 群 间 构 , 竖 列 均 为 自然 群 同 态 ， 

C - 作 ， 一 
Me wa aa 
CINCESI/E NA 本 各 WAN MR MN) /Pn HM) 


EL 


TM /Pm 
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证 明 (1) 内 是 同 构 , 见 本 节 (1) 式 . 

(2) 尖 是 同 构 , 见 本 节 引 理 1(17. 

(3) PF 是 同 构 , 是 因 JR 中 每 个 类 中 都 有 如 中 元 t 对 任意 
ea 和 帮 由 通 近 定理 知 , 存 在 aE 使 2=a,tv| 宙 时 ), 于 是 2!a 
息 ja, 亦 即 了 一 让 ;而 km 一 上 &' 门 Jm. 敦 

了 一 有 

(4) hn 是 同 构 ,原因 与 8 相同， 

(5} 各 是 同 构 , 由 本 节 引 理 1(2), &* NJx 人 NJn = 
kW wn NJ C1 ,WE). 

(6) o 是 同 构 , 见 89.1 中 人 3) 式 . 


上 述 定理 将 理想 类 群 与 idele 类 群 统一 了 起 来 (注意 
CANCE J/K* NJx 均 与 模 园 无关 ). 以 下 是 要 证 明 这 些 类 群 与 
Galois 群 同 构 , 即 开始 证 明 类 域 论 的 主 定理 . 

当天 = , 哮 =mco 时 ,如 $9.2 合 2 可 知 ,类群 J/&' 分, 衬 
I(0t) /Pn 实 (ZimZ)* , 即 同 构 于 分 圆 域 QC6,) 的 Galois 群 ; 故 
子 群 Pn( 或 "Wa) 对 应 于 QQ(5w). 而 若 天 CCC )( 即 若 加 是 
KK/Q 的 可 许 模 ), 则 类 群 J/E" NK 衬 观 )/Pa-A7 (Wt) 是 C21 
mwZ) " 的 商 群 , 问 构 于 GCK/Q) (将 证 明 ); 故 子 群 Pt) 对 应 
于 KCOQ(n). 


为 了 证 明 类 域 论 主 定 理 , 即 类 群 同 构 于 Galois 群 ， 
TOM /Pm A OMI EGOK EY), 
将 先 证 明 它们 的 阶 (元 素 个 数 汪 一 a. 然后 (或 同时 ?用 Artin 喘 
射 给 出 同 构 对 应 . 称 为 类 数 (广义 的 或 射线 的 一 后 者 特 别 对 
(器) CPa 情形 ), 也 称 为 范 指数 ,将 先 证 明 第 二 和 第 一 范 指 
数 不 等 式 :hn， hn 
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§ 9.4 通用 范 指数 不 等 式 


首先 需 讨 论 Hecke 工 -函数 等 解析 理论 ,将 上 章 理 论 稍 作 发 
展 . 

设 训 为 贡 深 数 域 , 骂 有 基 其 一 模 ,BEIT( 纲 )/Pm 是 其 一 射线 
理想 光 , 定义 


1 
L :0 »B) 一 下 了 了 
bl 饭 NF 


其 中 了 过 忆 中 整理 想 , 记 G5, 鹃 ,8B) 一 了 生 ， 则 4 一 a 十"… 


二 qj 一 并 {IEBINISI 一 J(B)) 一 omit 十 DO(%)( 匈 $9.2 最 
在)}. 由 88.3 定 理 4 即 条 六 人, 导 ,) 可 解析 开拓 至 Re(s) 半 1 一 


六 ,中 在 s=1 有 音 极 点, 留 数 为 om. 现 令 


下 一 >) 


BEETMY /Po 
1 7 
一 = {一 人 1 


则 名 (Gr; 钢 ) 也 在 ;一 1 有 单 极点 , 留 数 为 ho ,其 余 Re(s) >1 一 
让 种 点 均 解 析 , 显 然 Dedekind Zeta 函数 


1 
bs) = 5 TN 
敦 知 
ap = hpa il 一 六 的- 
入 ,对 
其 中 大 一 所 ，p 一 让 见 和 8 4 和 中 8.5,jm 网 和 9.2， 
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域 & 的 射线 理想 类 群 GD) 二 1( 观 /Pm 是 有 限 Abel 群 ， 


故 有 特征 群 G4 吕 ). 其 中 任 一 特征 x 的 定义 可 扩展 到 的 每 个 
整理 想 1( 当 了 与 媚 ， 不 互 索 时 令 X(1) 一 0). 定义 Hecke 工 一 函 
数 为 


2 一 (一 Xp2AN WT! (Rels) > 1) 


9 
其 中 旬 过 上 的 素 理想 ,考虑 
KC)" XCOPY 
WP A 
XO)” 1 1 
和 | pm | 之 pr 下 之 mp™ SS 2 Rp 
= nlogt to). 


故 知 当 Re(s) 一 >>1 时 ,此 级 数 绝对 收 侣 ,从 而 Pets, 轨 收 笋 , 故 
此 时 


logLi(s,X) = > 了 XS yc 
(对 所 有 着 ,或 对 使 Po)=1 的 人 ). 也 有 
Li(s,X} = > NE 3 


> xCBY ts ,WM, BY. 


BE CGEM 


4 


Eq 


因此 Zr 一 > 的 系数 部 分 和 和 一 十 …, 十 如 一 


SxCB)pwi 十 SXCB)OC-rmw), 这 是 利用 了 上 述 总 4, 咱 ,5) 
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的 估计 ,注意 此 处 OG" "是 依赖 于 忆 的 . 当 X 天 1 时 ,由 特征 
的 正 交 人 性 可 知 >)XCB) 一 0(§ 8.4 定理 3 的 证 明 ) .区 
Af=O0 "ms), 


定理 1 Dirichlet 级 数 Pt, 二 > XCD/ANIAX 关 1 在 
工 


复 半 平面 Rets) 1 一 17nn 收 人 证 ,解析 ,是 Hecke 了 一 国 数 Lilss, 
Xt 原 对 Re(s) 半 1 定义 ) 的 解析 开 所 . 


证 明 由 上 述 对 系数 部 分 和 Af 的 估计 ,8 8.3 定理 4(2 一 
0 情形 ) 或 定理 2, 即 得 定理 . 口 


如 像 Dirichelet 特征 一 样 ,对 每 个 XE C 信 ?也 可 定 义 它 的 
导 子 ,从 而 定义 本 原 特 征 . 当 本 原 特 征 X==1 时 ,显然 Li(s,X) 二 
bs). 


定理 2( 通 用 苑 指数 不 等 式 , 第 二 不 等 式 ) 设 开 为 ?次 
Galois 扩张 , 纹 是 上 的 模 , 含 所 有 分 踊 素 除 子 , 则 Pa 即 
CDMY, Pm A CM EK : kl. 


证 明 记 HH=Pa 人 (CM),h=#ITOM)D),1¥XE 
Cm /HD ,已 知 HeeKe 拷 - 通 数 天 (在 Refsy1 一 LA 解 
析 , 现 要 证 

Lll N 天 间 . 
Ls X= G— "gs XN), m0 gC NED., 
则 
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logli (sD~m(X)log(s—1) ~-m()log 过 
但 由 定 交 证 知 
logLr (ssX) ~ 站 一 
[a 
对 XE CQCR)/H)* 相 加 : 


Sloghls,p) ~ 之 x B) Dn 站 5 
一 习习 六 KB )=h3) rk 


(BY NF 


BE WE 8 


x PE “ 
而 
YloglaCs,X) 一 logt;(3) 十 ZogLaCs,X) 
x 
leg 一 了 十 安 (—m(¥))log Oo— 
令 5-*1* ,出 有 
1 
《1 一 mxX))lo 性 
8 一 jd 二 2 Nos 
1 hk 1 
之 天 - 
,全 愉 n rd NV 
ph 1 
lg 二 1 


其 中 5 意义 为 gec(c 为 在 :二 1 的 解析 男 数 ) .Sn 为 天 
的 (在下) 完全 分 型 的 素 理想 集 , (加) 一 也 品 | 咎 ), 注意 对 完全 
分 裂 的 从 ,其 因子 员 的 范 N86)== 和 外, 故 SxCCH 一 Pa (MN). 
所 以 
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1 一 2 中 (0 FR/ > 0. 


Xl 


圾 知 mm(0 一 0, 即 (1, 认 ) 去 0. 从 而 1 实 h/n, Sm 证 毕 . 


系 1 设 下 谍 为 x 次 Galois 扩张 , 则 
(Jr US (Ce: NCr)Sn. 


39.5 上 同调 理论 


以 下 要 为 证 明 第 一 不 等 式 h 之 n 作 准 备 , 一 般 都 需要 群 的 上 
同调 理论 , 我 们 事实 上 只 用 到 Herbzrand 商 . 但 为 了 交待 背景 和 
阅读 文献 方便 ,下 面 先 介绍 上 同调 的 基本 理论 . 再 证 明 Her- 
brand 商 的 性 质 , 读者 也 可 以 跳 过 上 半 池 ,直接 从 定理 2 前 阅 
读 . 

设 G 是 群 ,R 一 ZL[G] 为 群 环 ( 即 G 中 元 崇 形 式 上 的 整 系数 
线性 组 全 全体). 一 个 R- 模 计 也 称 为 G- 模 , 令 

P=Z2[LG"" 1=ZLgo,g 站 BEC]， 
妈 是 由 (go，…;g) 全 体 在 Z 上 生成 的 自由 Abel 群 ( 灾 即 忆 的 
元 素 为 诸 (go,… ,gi) 的 整数 系数 线性 组 合 ). P; 按 如 下 运算 为 
CG- 机 ;sgey 86) 一 (gsg( 对 ECG). 于 是 书 的 如 -生成 
元 系 可 取 为 {(1,gis 5B) 或 {(1,g1181821 88284 7 可 1 
gz). 设 d=d; 为 G- 横 同 态 d:P.—P_, ,定义 为 

d(gor" sgi) 二 > (一 Cgor mg; 1 Bil Bs 
令 

elgo)—ls 
注意 忆 d 二 0, ed 一 0. 作 长 正 合 序列 
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Pi Pp, Pl Ps Zr0 
{ 这 世 称 交工 的 自由 完全 表现 ). 上 述 序列 严 台 的 意思 是 像 Imd; 
一 Kerd 1(Y 门 ,Jma 一 区 eree 为 满 射 . 
对 任 一 局 - 模 妇 4, 令 
K'—Homc(tP,,A}Y 
为 已 到 4 的 G- 模 同 态 全 体 , 则 由 了 得 到 


可 € . 
KE, :Kk'* Fil Re Ki Kia0, 


其 中 di(g) gi 因 PE K' 由 其 在 王 的 生成 元 系 {(1,8g， 
gag 二 [B12 ;841 上 的 值 唯一 决定 ,让 每 个 wp 对 
应 且 倪 对 应 一 个 G 到 4 的 映射 
和 [有 FE gg BB) 
亦 妍 ” K'=Homc(P;,4) = {映射 gp: GA}， 
群 恕 对 4 的 上 同调 群 定义 为 
其 (G,4) 一 Ker AIm 几 (9 一 0 


注意 再 5(G ,A4) 的 元 素 不 外 平 是 集合 间 某 些 映射 p: G' 一 一 4 的 同 余 
类 
安 的 和 作用 可 具体 求 出 如 下 ， 
{ep} (gn) =ego) — Pl1)=0, 
ope J=e a =p Da) 1), 
(tpg sg = dl ,pi Ep) 
—g(gi(l sg — (Cl, gg ) (lg)) 
=g1 gj] 一 gigs 二 +8], 
(PLE ge Bd— dl, gi :BB 有 :BE 
=p(gi(l gr8eB3)— (ls pga BBE) 
+ (lB BB8a) (1.81 B83)) 
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=—giq gergs)— Hg gi 
et 

由 此 可 知 

百 "(G,4)=49 (4 的 人 不 变 元 集 )， 

(Pp': GrAlplgg) = HE) Teg _ 
9g:OG>Algg)=ga—a,a€ A} 

交叉 同 态 伏 

主 交 双亲 态 子 群 * 


Hi(G,A}= 


‘9! GAlg Pe 8 ) — OEE Es) TP BE) — Pgs) =0} 
{pi CAga. Ba) gg pe)} 


注意 , 若 英 射 和 GA 满足 pcgyg2) = 二 pila) 十 819C82), 则 称 多 
为 交叉 同 态 映射 ( 试 比较 ;满足 pCgigz) 二 FCg;) 十 plgs) 的 称 为 
同 态 ), 而 其 中 满足 pig) 二 ga 一 a (ae 人 4) 的 称 为 主 变 又 同 态 映 
射 . 吾 CG,4) 就 是 G 到 A 的 交 丸 同 态 集 对 主 交 丸 同 态 集 的 商 
群 ,同样 , 疗 :(G, 4) 是 他 到 4 的 某 种 映射 集 的 商 群 . 


Hi(G,A)= 


定理 1 对 G- 模 的 任 一 短 正 合 序列 0 83 一 4 一 C 一 0 自然 
地 有 上 同调 群 的 长 正 合 序列 
OH (GB) EHO, DH (GC 
HG,BzHiG, A AH (CGC) 
HCG PEG ,AY HG Cee 
这 里 “自然 "的 意思 是 , 短 正 合 序 这 的 平移 将 导 制 长 正 合 序列 平 
移 后 的 交换 图 ， 


另 一 方面 , 令 张 量 积 
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K; = P96A ' 
则 由 序列 书 可 得 长 正 合 序 列 


i 
EK, “Krk, kK Ko KR_>0. 


群 G 对 和 妃 的 同调 群 定义 为 
HC,A)—Ker ds /Im dy; (一 0,1，…). 
同调 群 也 有 类 侯 于 定理 1 的 上 间 调 群 的 性 质 , 且 
再 KG,4) 一 Ac 一 aa， 
责 (C 4) 一 GAG ， 
其 中 无 是 1 一 1)GEGI) 生 成 的 Z[G] 的 理想 ,G' 是 如 的 换 位 子 
群 . 
对 有 限 群 G,G- 模 4 有 如 王 的 ( 取 范 或 迹 ? 自 同 态 
ttlA— A, a 上 一 一 > 15(G)， 


显然 Ker tr) 也 六 4， Im trCAF. 令 
HG,A)=A° /trA, 
H 1(G,A) 一 4/1sdA 《4 是 上 在 么 的 核 ) 
HG, A), 当 g>0. 
让 KG,4)， 当 g 忆 一 1， 
CG ,A) 称 为 Tate 上 同调 群 (它们 也 可 由 连结 长 序列 天 和 下 ， 
而 定义 ,也 有 次 似 定 理 1 的 性 质 ). 


Htc, -| 


特别 , 当 G=< 之 o 污 是 阶 循环 群 时 ,可 以 从 定义 HF' 的 长 序 
下 中 搞 二 一 个 子 序列 ,和 俩 得 HCC， 4) 由 下 列 序列 定义 ， 
A SA .ALA A 
(注意 有 tr(1 一 让 = 民 一 2)tr 二 00), 故 对 gEZ ,有 
下 Gd4) 一 五 5(G 4) 一 Kerft1 一 rm t= A/trA, 
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H*+iG,A}— HIG,.A)=Ker tr/Im(l—o0) = An/Ted. 


且 对 任 一 短 正 侣 冶 列 0->B 一 A 一 -CC 一 0, 对 应 的 长 正 合 序列 
化 为 “六 边 形 ” 


OM G64— i—iG Cs 


HGB) FH'(G.B) 


acer ie.n ' 
Herbrand 商定 义 为 
#HG),A) _ (CA: trA) 


A 

例如 ,下 是 平凡 食神 (人 一 站 当 避 为 怕 环 群 时 ,五 "(G，Z) 
一 zejtrZ 一 Z/1G1Z2， Fr-HG,Z 一 ZI 一 OFZ=0,Q0G， 
2)= 
IG|=#G. 

再 如 ,车 民 /E 为 Galois 扩张 ,GG=GCK/8); 则 民 * 县 GG- 模 . 
Ro =k ,tk 一 区 WH' (GK)= Krk' 一 
RE /NK". 其 元 率 个 数 也 是 一 种 范 指数 ， 


上 述 定 文 可 秒 作 推广 . 设 4 为 Abel 群 ,f 和 g 是 A 的 自 间 
态 且 二 gf 二 0. 则 有 正 合 列 


A A SA TA. 
令 

H(A}=—Kerf /Img, HT (CA)=Kerg/Imf, 
定义 玉 对 fg 的 Herbrand 商 为 
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村 五 以 4 Kerf : Im 

QA = i 和 RT s 上 
特别 车 G=<z> 是 二 阶 循环 群 ,4 为 G- 模 , 令 

一 1 一 5， 号 一 1 十 十 十 如 一 让 

则 可 知 fg 一 gf 一 0; 且 
HCA)=Kerf/Ime = A /tA= HC, A), 
H(A)=RKerg/lm/ = A — oA=H (GAY, 

人 (A) 一 (GA), 与 上述 一 致 . 


引 理 1( 三 指数 引 理 ) 设 了 是 Abel 淮 4 到 某 群 的 同 态 ,以 
4 4r 记 了 的 象 与 核 . 若 已 是 4 的 子 群 , 则 
CA: BA : 84r 5 By) 
( 若 三 指数 中 有 二 个 有 限 , 则 均 有 限 且 此 等 式 成 立 ). 


证 明 考虑 4 一 A 一 AB1 ,在 生 的 核 为 上 B 十 41; 克 A7CB 
十 A 二 AN1B', 叉 因 A 了 BB 十 A/DB, 有 (B+ AN/BAyA(A 
站 友 ) 二 A411B1, 旭 得 引 理 ， 口 


定理 2 设 0 一 zB 一 A 一 >C 一 *0 为 Abel 群 的 正 合 
列 ,六 5 为 4 的 同 态 是 了 (作为 4 鸭子 群 ) 在 Ag 作用 下 封闭 ， 
且 站 =gf. 于 是 fg 也 是 CC 和 A1B) 前 同 态 . 则 Herbrand 商 满 
足 ( 积 性 ?: 
QA =QBIQOC) 
且 当 有 A 为 有 限 群 时 
QCA)=1. 


证 明 记 f 在 4A 的 核 为 41, 象 为 41. 当 CA;B) 有 限时 ,由 
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“三 指数 引 理 ” 
(A: BtA : BOCAr: By), 
右 方 等 于 
,pi x ps tAr ;AF) 
CA BO + BYTE Fe)’ 
最 后 一 个 因子 应 对 fg 对 称 , 即 知 {Ap!: ASY)ACB : Bs)= 
(CAs :AACBs: B 人 站), 芭 得 所 和 欲 证 ， 
对 一 般 情 形 ,我 们 可 得 到 上 同调 群 构成 的 六 边 形 :; HH*(B) 
AD HC HB HA HC) 


让 .Ho(CB)( 即 前 述 入 边 形 但 不 带 标 记 G) ,其 中 络 j 分 别 由 
BA,;: A—™>C 诱导 ,全 定 尺 如 下 : 


3 - Pi 二 一 一 > 
fr 
fa ~fa 1 0 = 


: 
对 cECi; 取 有 A 中 aEj 1) 令 访 {0 二 Ja(modB 人 (由 cECj 姑 
f=) 丰 了 fD=f(ja) =fr=0,fJa€E B, 从 而 g (fa) = (gf)a— 
Oa 二 0; 詹 fa€B,). 类 似 定 义 8s: 易 验证 上 述 六 边 形 是 正 合 序 
列 ， 


将 上 述 六 边 形 正 合 序 列 其 任 一 项 起 依次 记 为 Mi 一 -Ms 一 
MKerg; mm 一 六 1m 1. 则 由 正 合 性 
知名 一 上 且 因 Imqp: 宇 M,/Kerg (注意 0 一 Kergpy 一 MImp”0 
是 正 合 序列 ), 故 1M|== 闪 Mi 一 mir: 从 而 

MM MD ks = hk RDMD ND, , 
| [me le {= [mr | [es mas| + 
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QCA)=AQBIQOY. 各 
关 |41 有 限 , 则 因 0>A>4>Afx0 正 会, 刻 有 天。 
如 下 子 群 烙 ,及 同 构 A 人 A/4s,A 汪 4/4s， 4 | 


A A 口 * 


(As: AD 
§ 9.6 范 指数 


本 节 讨 论 局 部 域 和 整体 循环 域 的 范 指数 , 先 讨 论 一 个 一 般 
性 结果 . 


记 G 是 有 限 群 ,G- 模 4 一 [4; 是 庄 4 的 直 和 , 且 G 可 迁 


地 置换 诸 态 . 记 局 为 AA， 的 固定 子 群 (C， 一 人 和 Clg4， 一 44}， 
也 称 4, 的 分 解 群 ). 于 是 有 陪 集 分 解 


G=[JoG, 4=oA, lo = 1), 


QA)= 


i 三 ] 
且 A 中 元 素 均 弄 表 为 4 一 QI 十 aaas 十 十 Goaiy Gj 世上 1. 例如 A 


= [是 Jx 的 vv- 分量; 再 如 A 二 久 一 Ow 十 … 十 Qiw, 为 
wir 
数 域 太 的 上 整数 环 ). 


定理 1 设 恕 ， 站 = la 如 上 , 则 有 同 构 : 
(1) HI'CG,A) 宇 HI'(G,A1) ;由 同 构 映射 
本: A A ， a 十 92 十 "十 9a 上 一 ri 
诱导 KeE A) 
(2) 瑟 -1G,4) 兰 及 -1G4) ,此 同 构 由 歌 身 
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A: 4 dt 十 gztz 十 十 ga 一 一 wa 十 … 十 4; 诱 
导 (ajE 4 志和 二 为 各 和 CI 的 范 ( 迹 ))， 


证 明 (1) 注意 五 5(C,47 =4H4 而 如 一 (十 oaai 十 
a a EA). 事实 上 ,车 a = au 在 G 下 固定 , 则 对 
任 一 固定 指标 ;以 oj 作用 , 便 得 到 a; 一 加 oa 是 7'a 一 a 的 
马 - 分 量 , 故 &a; 一 al ly 门 , 故 渐 言 成 立 .特别 可 知 ,4° 中 元 素 由 
其 第 一 分 量 决定 , 故 有 同 构 

x: ATA 
a 二 二 ga Pa. 
而 oa = 》 oo = Yo = Yooe = Yon(la) 
_ 全 i 人 1 一 1 
tai 伺 44), 故 

HG A= A A AR HG dy. 

(2) 注意 日"(G,4) 一 4]Te4.4 中 和 尾 一 元 素 可 表 为 上 一 
十 gaz 十 十 Waa E ALaE A 十 十 a EE Ait，, 
芍 14:4 一 一 A 是 满 射 . 再 证 * 映 I64 到 I6oA 中 : 若 s EG， 
则 存在 指标 i 的 置换 = 使 rc = ccwrw; 某 Trp E Gi; 故 Xloa 一 


&) 一 D Creve: 一 a2), 断言 得 证 . 只 需 再 证 苦 Ata 一 0 则 a E 

Tc4. 事实 上 若 al 十 十 a4; 二 0; 出 如 一 > (ou 一 4) 了 

证 毕 ， 口 
: 标 1 设 天 /是 nn 洪 Galois 扩张 ,GG 一 GCK/8), 则 


HGIK')=H (GR)=0. . 
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而 车 KK/ 是 答 环 扩张 ; 则 

HG,K’)=1. 
(K+ 入 * 为 KK 的 加 法 群 和 非 0 元 飞 法 群 ,这 基 Galois 上 同调 
论 的 特例 ,事实 上 对 有 限 扩张 玉 必 和 任意 g 总 有 昌 '(G ,此 ') 二 
OG KY) = 1). 


证 明 Kj& 总 有 正规 基 , 即 存在 wEK 使 {ow|oEG} 是 

Kj/k 的 基 : 

K= kwhharwd Pho 
显然 G 可 迁 地 作用 于 诸 分 量 ,而 分 量 个 数 等 于 4 二 |G|, 故 G1= 
三 ); 即 知 (CG,KT} 二 H'( ,kw)=0, HG.K1')=H-! 
(1 kw) 一 个， 

由 Hilbert 定理 90, 当 下 / 冯 为 循环 扩张 时 ,对 BEK 有 Nyy 
b=1A=or/a( 菜 aE KoEG)m Ke = {PEK"|INA=1}, 
IeK*:={f=oa/alaE KO= (0)). 夏 

HG KY=Ke /AK =1. 口 


”定理 2 设 六 ,1h 是 局 部 域 的 nn 次 循环 扩张 以 是 下 对 日 - 
adic 赋值 "一 za 的 完备 化 ), 设 G, 一 一 > 是 其 Galois 群 ,UD, ,Ui 
为 如 和 下, 的 单位 群 ,e 一 efzelu? 为 分 歧 指 数 , 则 

(1)( 局 部 范 指数 ) 
# HG Ke)=QG KL) = (CR 1 NoRy)—m. 
(2)( 单 位 范 指 数 ) 
#H'CG,U) = CU, : NU me QC, UU,)=1. 


证 明 (#h /NRE)/1=#H'(G,, Ke/ HH CG, KK) 
二 Q(G, 下 ) = 二 Q(G,0w)Q(CG,,Z), 最 后 等 号 是 因 天 .一己 
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{x 是 素 元 ),. 因 gr 二 wz; 故 GG, 平凡 地 作用 于 2Z, 即 Q@(G,,2)== 


Fv, 


设 twjr E Co 是 天 /的 正规 基 , 乘 以 上 的 素 元 的 适当 
乱 , 可 设 w; 均 是 赋值 非常 小 的 整数 ,于 是 KK。 一 > Rotor 令 


M = > Oor， T= [lexp Ow). 
TER, rE 


(其 中 口 , 是 玉 的 整数 环 ,exp (zx) 二 1 十 x 十 下 十 zr! 十 下 且 
p-adic 指数 函数 ,对 |z|, 达 p ?了 收 使 ,(p) 二 名 门 2 见 $8. ?7). 
故 有 如 下 等 式 (理由 在 下 面 解 释 ): 


1 E060) QM AG,T) = 


LQ6, UN QO UT AQG, ,UD)) 


其 中 导 ) 是 因为 Cl:= 1 4G 是 Ovew, 的 不 变 子 群 , 因 w 是 正规 
基 故 G= 二 们 });(2) 因 上 节 定 理 1;43) 因 MM 守 小 (exp 与 log 互 为 
道 );(4) 因 日 的 积 性 ; (5) 因 QQ(G,,Uw/T)=1, 这 是 由 于 Uw/T 
为 有 限 群 CL 是 含 0 开 集 , 故 工 是 含 1 开 子 群 , 故 了 一 1 十 由)， 
(DOG VU) = HH (0 UH HG UV) = (UU, : 
NUODAH : UL-), 其 中 , 为 范 映射 在 Us 中转 己 范 在 KK; 
中 核 二 KKs9"? 性 营 在 Us 中核 (党 号 是 由 Hibert 定理 0, 最 后 
“属于 号 ”是 因 人 故 得 到 五 = 三 Ki? 从 而 
(HU KE : (kU YY 
(2) (KY +: ke) 《3) e 
Re) or RU) Ce ko) 
其 中 (1) 是 由 (8 -二 1;02) 由 三 指数 引 理 ; (3) 由 KK 一 Un 
二 Ur 二 Unf ,得 分 子 为 e; 再 办 (CK) -, 即 是 尺 ; 中 0 一 不 变 
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=e, 


元 ; 郁 为 包 . 


系 201) 若 下 ,8, 不 分 歧 ( 即 一 1 网 忆 一 人 De 
(2) 对 加 次 Abel 局 部 扩 域 尺 ,/&,; 总 有 
《是 
(ET Te 


证 明 《1 显然 ,2) 天 /iu 可 通过 有 限 次 循环 扩张 得 到 ， 
而 对 于 下 过 有 
(天 ” NTKA = (Rk ; NenE’)}iNgEnE' : NenNesk’) 
人 站 


定理 2 对 太 二 R 和 C 也 是 成 立 的 . 
9.6.1 整体 循环 范 指数 


设 下/& 为 数 扬 和 的 Galois 扩张 ,G 二 GC(K/E);S 是 二 的 率 除 
子 子 集 , 含 所 有 无 限 素 徐 子 ;Sx 是 S 中 元 素 在 大 的 延 折 梨 , 对 
人 尾 一 wESr; 取 一 个 符号 ,以 所 记 {Xs)} (rwE€ Sr) 在 尼 上 生 
成 的 *= 共 3 维 问 量 空间 .对 oEG 定义 oX 一 Xmw: 并 线性 地 扩 
展 为 G 对 本 的 作用 . 


定理 3CArtin 一 Tate) EE 中 的 任 一 个 C- 不 变 格 本 均 有 
C- 不 变 子 格 邮 使 时 有 人 天 (YocESx)? 满 足 cy 一 ztrE 
G), 卫 1 在 对 中 指数 有 限 . (FE: 中 的 格 是 指 其 子 群 M,M 的 Z- 
基 也 是 斑 的 足 - 基 . 1 为 G- 不 变 是 指 对 sEG 均 有 aMCM). 


证 明 对 环 在 { 民 下 的 坐标 系 取 丘 的 sup- 范 ( 即 向 量 
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的 范 取 为 其 坐标 赋值 的 sup). 因 训 是 实 , 故 存在 数 b 使 对 任 一 六 
E 所 有 某 Z EE M 满 是 1 一 Z| 过 b. 对 vES 刘 veE Sk 人 司 vwiv， 
取 大 正 数 1 及 某 2; © 叶 使 |tX; 一 2i| 之 5. 对 wlv 令 了 ,一 
D2402a( 求 和 是 对 所 有 使 ow 一 的 #5EG). 疡 言 Y,} 满足 定 


理 ， 
首先 对 rEG 有 rTY, = >)ro2。 一 4 一 了 。. 其 中 第 2 


和 式 对 满足 pv = ru 的 所 有 PE G 求 和 ， 作 变 换 p 二 zo. 再 证 
(7 在 情 上 线性 无 关 . 设 /coY。 一 0Cew 生灵 不 全 为 0), 可 设 
|es| 委 LV w) 且 对 菜 wo. 有 |cw| 二 1. 记 石 二 1X5 一 BB, 疝 量 


8; 满足 18;| 之 妇 则 了 .一 2 一 上 2 Xs Bi |B',| 所 地， 
4 一 并 G. 故 也 = twX。 十 B'smM. 是 使 吕 二 w 的 co EG 个 
数 , 从 而 0 = > euyu = EY cam X, + B', 1B'| 所 snb, 注意 mw 


使 lc | 二 1 一 项 , 当 适当 大 时 则 秘 盾 - 口 


注意 邓 是 G- 同 构 于 以 [X 为 基 的 格 , 可 分 解 为 直 和 
-IT II. 


DES wl 
每 个 子 群 M', 一 【| ZY 是 半 局 部 的 ( 即 台 可 迁 地 置换 诸 ZY。)， 
四 | 


每 个 有 分 解 ( 固 定 ) 群 C( 在 ZY 上 作用 平凡 ,而 ZY, 是 Co 一 同 
构 于 芯 的 ). 


系 3 设 G=G(K/) 为 nn 阶 循 环 群 , 则 


295 


(1 QCGM) 一 Gy 一 上 = 
TES 
(其 中 一 [Ks : ,ww|vw), 
(2) QC, Ko) = LT 
nes 
(其 中 天 s 为 天 的 S- 单 位 群 , 见 89.17). 


证 明 号 记 M 一 了 [27), 则 M = To, 旦 酌 满 
mls 在 
足 上 节 所 设 ,G 可 迁 地 作用 于 其 分 量 . ZY., 的 辣 定 群 即 是 多 的 分 
解 群 G.( 困 oue = w), 故 由 LM: M') 有 限 知 QG, AM) = Q(G， 
M4) = 了 [QcG,M) = [TecGes zy) = [| ,最 后 等 号 基 
vw 本 PE 

因 Cu 平 岂 作用 于 ZY。 实 2. 

(8) Ks 一定 ， ww 一 > 这 Vlog 上 x。X 是 G- 模 同 态 , 记 


为 工 则 :的 象 为 王 中 =] 维 超 平 面 的 格 , 核 ( 即 单位 根 ) 有 限 . 令 
EE 中略 量 一 > ,MM = (Ky) 四 ZXo( 是 四 ,与 Ks) 生 


WESE 
成 的 格 ) ,由 (1) 知 QCG,KRs) 一 QCG HK) = Q(G ,MD /QUG, 
ZX0) = Caw) Aan, 口 


定理 4 设 尺 /2 为数 域 的 a 次 循环 扩张 ,.G = GCKAE), 仙 
HG,Cx) 二 1 日 类 群 的 范 指数 疡 一 =, 即 
(CC 一 CEs: ENTA) = COM) : Pa A OMY) = #. 


证 明 设 S 是 的 索 除 子 了 于 集 , 含 所 有 分 歧 和 无 限 素 人 除 
子 ,; 且 使 Jr = 天 *Jxs($9,1(12) 或 ). 也 可 设 $ 在 GG 作用 下 不 
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变 . 于 是 Q(G,Cx) = BC: 天 Jay 区) 一 外 CC，Jrsy/ Ks) 一 
QC TK) RG Ks), 


dk.s 一 TTI:) XX TI ld,) = FXV, 


+ESL whi 人 夺 


C3: 是 5 在 限制 ). 放出 上 述 局 部 范 指数 QG, [1 Uw) = 


wlio 


QO Ue 一 1 知 QIG, [| Ke) = Q(G RD) 一 mu 故 妥 (G， 


lt 


1s) = [ne. = QCGC0) = #HA(G,Ce)/ # HG ,Cr) 
"Es 


二 (Cis NCE)/# 昌 TG,Cr) 夺 n/ 并 日 1G,Cx)( 由 通用 范 指 
数 不 等 式 ). 口 


系 4 设 大 娃 为 数 域 循环 扩张 (开关 到 ， 则 关中 有 无 限 多 个 
素 理 想 人 8 在 尺 不 完全 分 裂 . 


证 明 设 只 有 育 限 集 5 中 的 束 理 想 折 不 分 裂 . 车" 所 3 则 
分裂; 放 名 二 下,(Y 友 | 切 . 矶 如 一 三 天 2 对 仕 一 4 一 (av EE 
瞩 ; 由 通 近 定理 知 存 在 aE€k' 使 cg, 二 1(Y pm ES), 因 六 天。 是 
1 的 一 个 开 子 集 , 必 会 aa,Cv E58), 胡 aa E NJkx,， aEk'Njis 
J 二 上 "NJky 从 而 nx 二 1 芥 盾 . 


注 记 1 设 下 大 是 循环 扩张 ,由 正 合 列 0 一 > K* 一 > J 

一 Cr 一 >0, 有 正 合 列 1 二 HGCO 一 (GK') > 

HY(G,Jx). 故 i 为 单 射 ,由 定义 即 得 Hasse 定理 : 若 下 /为 循环 

扩张 , 则 a € "是 整体 范 Sa 外 处 为 局 部 范 , (对 非 循环 扩张 -- 

般 不 成 立 ). 再 考 虚 上 述 长 正 合 列 另 一 段 :1 = Hi(G,C5) 一 > 
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POG,K') 一 HG,Jx)，、 单 射 : 的 洁 义 恰 为 
入 lbert-Hasse-Brauer-Noether 定理 ;一 个 单 代 数 ( 或 2 一 闭 链 ) 
整体 分 裂 千 它 处 处 局 部 分 裂 .〈 这 对 任 一 Galois 扩张 天 /4 均 成 
立 , 即 有 HIG,Cx) 一 1, 且 由 循环 情形 易 推广 至 Gaiois 扩 
张 泡 见 [A-TD)， 


39.7 Artin 互 反 律 


设 KK/E 为 Abel 扩 张 ,G 一 G(CK/ 寺 的 素 理想 外 在 天 不 分 
虐 , 9 一 和 N 站 二 pi 一 并 & 好 | 多 为 天 的 素 理 配 , 于 是 天 一 ve， 
下 一 下 ,区 一 CG( 玉 /有 = (9) 是 了 一 中 | YW) 阶 循环 群 .5 在 Ca 
己 尼 中 的 原 象 即 为 Frohenius 自 同 档 , 记 为 


(外 KIk) = (FA), 


多 
由 下 式 唯一 刻画 ; 
(CO, K/b)a = omodB) CY a € Or). 
于 是 的 每 个 非 分 歧 案 理想 名 对 应 于 一 个 忆 中 元 ( 钊 ,下 /8). 接 
积 性 将 此 对 应 扩展 为 理想 群 到 Galois 群 映 射 
a TRG 

其 中 骂 是 点 的 任 一 模 , 含 所 有 分 层 的 素 除 子 .ef 一 -ez 称 为 
Artin( 互 反 律 ) 映射 , (名, 玉 /) 称 为 Artin( 互 反 律 ) 符号 , 我 们 
曾 在 $ 3.6 和 本 章 开 始 提 太 . | 

注意 se 的 作用 实质 上 只 与 太阴 一 并 天 有 甘 ; 对 性 一 代数 数 
w 扣 天 ( 某 开 ) ,gp(la) = elmod 周 ), 加 为 PP 在 尺 的 素 因 子 , 故 若 令 
各 是正 的 最 大 Abel 扩张 , 则 可 定义 Artin 符 导 (种 ,4 有) : 它 在 下 
虐 的 限制 即 为 ( 关 ; 天 大) , 记 为 

298 


(PR)k 二 {PKiE). 
由 $3.6 知 Artin 符号 有 如 下 性 质 ， 
(4t)( 域 同和 攀 - 群 共 斩 ) 设 r: 玉 一 f 开 为 域 同 构 ( 不 一 定 固 
定 二 ), 则 
(TT TR /TREY = rT RK/RYr 1 
(42)( 扩 域 下 限制 ) 设 工 忆 天 站 下 均 为 Abel 扩张 , 则 
CIE) = CRA). 
(A3)( 基 域 下 取 范 ) 设 /8 为 有 限 扩张 , 则 
(CT ANE) = (Neinl, A/E), 
特别 对 点 的 素 理想 外 和 | 旬 有 . 
CO AE) = CN BA = CRA PD, 


二 述 人 43) 也 可 用 有 限 扩 张 记 法 写 为 
CRER' /EDF = (Nonal syK/R), 
(CO' ,KR /RD — (KAEY ID, 
特别 当下 属 必 EE 时 则 CK/ED) = CNrals K/E). 
特别 应 注意 的 是 ,〈 鱼 , 天 /) 的 阶 为 A 路 | 好). 因此 (名 ， 
K/E) 一 1 YP) 一 1 全 在 下 完全 分 闭 . 


定理 1 Artin 出 射 .wz :TC 镀 ) 一 G 是 满 射 . 


证 明 ” 设 Im.e 的 固定 子 域 为 头 则 对 闻 扎 4Bi) 有 
{ 松 , 了 /RR) 一 (六 ,大 /Rr5 一 1; 即 名 在 下 完全 分 列 . 故 在 FC 从 而 在 
其 循环 子 瑾 F,) 不 完全 分 弄 的 外 只 有 名 | 六 ,这 与 上 节 最 后 定理 
矛盾 . 1 口 


”以 下 要 确定 核 Kervez 一 ker( 一 , 尺 /上 &), 从 而 得 到 类 域 论 主 
: 299 


定理 . 由 (43) 显然 有 .人 Y( 纲 ) CKere ,因为 (NV,K/R) 二 (8, 
KK/E)Ai? 一 1. 我 们 要 证 明 ,存在 着 某 些 可 许 模 (实际 上 任意 可 
许 模 均 可 ), 称 为 Artin- 导 子 ,使 有 
Pn CC Kerey’, 
从 而 
Po A COW) CT Ker er 
即 知 
一 TOM) Po 和 六 #G 一 nn (第 一 不 等 式 ). 

但 我 们 已 有 第 二 不 等 式 玉 所 ,这 就 得 到 

Pau) 长 er_er ， 

HDR Pn HM LG. 


先 看 分 圆 域 情形 . 设 K = 二 Qt) 二， ptm. ar = ((p)， 
K/Q) 由 其 在 二 5%。 上 作用 决定 ,而 ot 圭 #?Cmod 澡 ) 等 价 于 
opb — 8&7 
《$7. 和 4 引 理 2), 故 对 任意 a EE Q( 与 mr 耳 素 正 数 ), 则 
. (a) 天/@) 一 局 
确 CD ,KAO0) 二 1Sa 三 1(modm)}Sa 二 1(mod'moo)S ta) E 
”有 名 忆 C Keres. 帮 oc 即 为 从 (6) 的 Artin- 导 子 ， 


引 理 1 设 K 太 CRC) ;刚玉 信 的 Artin- 导 子 存在 且 权 售 训 
的 因子 和 无 限 素 除 子 . 


证 明 “GCC YE) 中 元 素 由 其 在 “上 和 作用 决定 , 故 问题 可 化 

归 员 (7 人, 设 zE 下 与 详 互 蒜 * 则 (Ce ,8 /Do 一 《CNeeta)， 

QO 1 Fr > tir, (a) € Ker( 一 DADPINeenl = 

ltmodm) ， 只 需 Nireta) 三 1(mod’ moo). 因 局 部 范 喘 射 是 连续 
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”的 , 放 对 每 个 plm, 及 v 一 vw, 在 的 延 折 ww 一 ve, 存在 :txww) 使 当 
EltB Ch HN E1 十 (ac， 即 Nete) 三 


1{modp). 取 器 下 woot 其 中 是 的 所 有 实 元 限 素 


uim 如 | mr 
除 子 之 积 ), 则 知 当 a 二 1mod' 统 ) 轩 Nijo(a) 直 1(mod* moe)， 
即 Pm € Ker(— ,RE) CT ker(—,K/E), 口 


定理 2 ” 设 大 只 为 数 域 的 = 次 Abel 扩张, 则 天 大 的 可 许 模 
好 为 其 Artin 导 子 . 也 就 是 说 , 若 了 是 天 中 的 导 子 ( 即 最 小 可 许 
横 ), 模 器 是 了 的 信 , 则 Py CRKer(— KR/E) ,从 而 Pm CD) = 
Ker(— ,KK/E) TOM) /Pm A WM) GK/R). 


引 理 2 设 玉 /是 循环 扩张 , 则 Artin- 生 子 骂 存 在 且 仅 含 
分 歧 的 素 除 子 ( 最 小 可 许 模 即 导 子 就 可 作 Artin- 导 子 ). 


定理 2 的 证 明 先 设 骂 与 有 相同 的 素 因子 , 则 P 
MR) 一 PjAC1 (8 9.3), 设 民 二 民 … 民 ,,K,/8 乱 环 . 由 引 
理 2 知 有 模 驶 ,使 (P, ,KK;/E) 一 1 上 且 加 , 仅 舍 在 天 , 分歧 的 ,于 
是 ”在 六 分 歧 , 故 zl 六 故 有 + 使 对 |P 故 (Pr ,天 AA)x 一 (Py， 
KE) CC 《Pr 天 /RD) = {1), 玻 Keregw DO PCP) = 
PA = Pa ( 驱 ). 而 对 一 般 的 路 ,Kerm 二 CR) 站 
Ker.efy = PyA OF 门 开锅 ) 一 Pn.A (WM 证 毕 , 回 

最 后 只 需 证 明 引 理 2. 由 上 节 定 理 4, 只 需 再 证 Ker.er 性 
Pn). 这 可 由 已 知 的 分 圆 扩张 结果 证 出 . 以 pmla) 记 最 小 
正 整 数 p 使 a 二 1(mod 驶 .下面 是 范 : 德 :瓦尔 登 的 两 个 初等 
引 理 ， | 
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引 理 3 “对 任意 正 整 数 ae 1 和 素数 短 gq ,存在 素数 使 
Pete) 一 了 


证 明 了 一 (er 一 /lar 一 一 和 十 Xe 十 六 十 
gy 久 一 a 一 1. 取 pIT, 著 pK 则 证 毕 . 若 piX, 则 pig,p==4q. 
车 g 关 2, 则 | 人 二 qtmodg ,HT 因 本 9; 训 存在 p11i 
六 ,使 prjX( 和 否则 思 , 一 |T) ,此 户 即 所 敬 求 .车 4 一 2, 则 了 


x 苹 候 ,a 奇 , 芝 三 0Cmod4),221T, 如 上 知 存在 IT/2, 
六 入 即 合乎 要 求 . 口 


引 理 4 对 任意 正 整 数 a 六 14a = 全 …452( 素 分 解 ), 存 在 正 
整数 详 一 疡 当 疡 站 … 庆 及 5 恒 站 Petaysalpwtt) 县 让 和 站 可 
为 任意 大 互 异 素数 企 一 ia 与 总 模 严 独立 ( 即 在 4ZApeZ3 
中 生成 的 子 群 的 交 平 几 ). 


证 明 ”在 引 理 3 中 令 + 一 呈 , 可 得 任意 大 户 使 a"1ps(a). 故 
先 求 大 的 prs 志 使 pCa) 一 gi sr” >, 再 求 大 让 pp 
使 pat{a) 一 0 1 > 令 贡 一 ppspr ps 则 pla) 可 被 
并 整除 取 正 整数 上 使 5 二 acmod2 ‘pedsp elmodp, ps’ ), 
则 zol. 再 设 a 三 1modm) yyp 为 正 整 数 , 则 a 二 
1tmodpu ps ; 故 C rgs3 | 从 而 a 三 1(modpy…ps) 5 
三 1tmodm), 吏 二 ] tmodwr). 口 


引 理 5 设 天 只 为 数 域 Abhel ?次 扩张 ,3 为 有 限 素数 集 ， 
外 为 的 索 理 想 且 在 六 不 分 妓 , 则 存在 整数 w, 与 5 中 数 及 久 互 
302 


素 , 使 

(| (从 ,C5.)7&) 的 阶 - 

OD KN EE,) = Ek. 

i) 存在 rE GG) /AD 与 [外 人) 互相 独立 , 且 x 
整除 = 的 阶 , Ke 与 7 独立 是 指 它们 生 万 的 于 群 的 交 平 几 ). 


证 明令 a 一 入 9 用 引 理 4, 可 取 zm 只 被 很 大 素数 整除 ,从 而 
天 门 Q0.) = 全 而 得 G0). 记 o 二 (G678);, 则 ab 二 如 ,得 (i). 
如 在 引 理 4 中 取 8 令 r 为 芝 二 如, 则 得 Gii). ($ 一 $4). 口 


引 理 6CArtin)” 设 天 /4 为 数 域 n 次 循环 扩张 ,S$ ,如 如 引 理 5， 
则 在 在 整数 mm 与 5 中 数 互 索 ,存在 有 限 扩张 /使 (1) K 站 二 
kh: (2) KE) = EEC), KN EE) = (3) HE 完全 分 裂 . 


证 明 。 取 加 加 引 理 5, 记 5 二 嫩 , 刚 二 GCKCOD /RE) 一 
GOKAE XK GOCE). 设 G = GOK) 二 (ga),t 如 引 理 5, 吾 是 
G' 中 gt 和 (名 , 怀 计 ) X (久居 (V4) 生成 的 子 群 . 故 寺 沪 (名 ， 
KC)/) ,从 而 旺 合 人 P 在 尺 尼 ) 的 分 解 群 . 记 五 为 五 的 固定 子 域 ， 
则 人 在 天 完全 分 型 . 男 一 方面 ;显然 H 站 GXx1= {1}.cX1C 
人 固定 有 的, 故 天 (的 五 一 正大) = Kt), 口 


引 理 ?的 证 明 ” 设 了 是 长 拓 的 导 子 (最 小 可 许 模 ),T EE 
TOP 且 (I,K/&) 一 1. 已 知 了 只 含 分 歧 素 除 子 , 故 只 需 证 工人 
PA = 瑞 , 从 而 Keref CC 晶 , 届 由 上 节 定 理 4 即 得 引 理 .分 
解 工 一 1" 镶 . 对 每 个 从 , 作 域 EE， 如 引 理 6(6 = $5 二 tm); 取 
百 率 的 re，… ;ty, 会 大 素 因子 ; 则 下 (51… 6) /上 的 Galois 群 为 
GC XG XXG,G = COCOD. ERH, XG XX 06, 
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xx X C 团 定 域 (G, 表示 去 掉 G) HCGxG 由 o Xt 和 
CP KAE) X【 久 法 (7 生成 ,G = (0)., 

断言 :EE 一 EleE, 使 Kk 站 E = 上, 从 而 GK /AE) 宕 
GCKE/E). 事实 上 ,上 是 诸 C( 开 五 /五 ) 交 群 的 固定 域 ,此 交 群 含 
CXT Xe XX 区 .而 下 被 ] Xx T XXX 固定 , 故 天 门 玉 被 
5 X 1 X… X 1 固定 , 故 必 为 .断言 得 证 . 令 ( 介 : 天 /RE) 一 只， 
某所 0, 则 (TK/E) = [|[ = 1 邦 》 ad; == dn， 
二 [K :J, 取 上 的 分 式 理想 也 ,与 了 和 诸 m 互 素 , 使 tr， 
KE/E) 一 o( 由 定理 ). 视 GCK/A) = 二 GG = GCKE/E). 令 b= 二 
Nenbas 则 (Cb, 民 Kj 下 ) 二 6. 注意 个 基 到 此 的 范 , 这 是 由 于 名 
在 完全 分 裂 , 设 舱 6* 一 an 与 和 诸 zw 互 素 . 因 
(CO) KE ED 一 1 因 上 KE,/E, 是 分 圆 拉 
张 ,适用 引 理 1. 记 了 一 《BYNxsvstB,) ,理想 B, 与 和 mw; 互 素 ， 
8B: 三 1(mod* mgi)， 济 : 是 E; 的 模 且 舍 了 中 国 子 的 高 次 旺 和 无 
限 素 除 子 . 到 EE, 到 训 的 范 罩 她 人 = (Ne nB) Nen tN resrBi) ， 
NatB) 三 1(mod 门 . 对 = 1 取 积 则 得 16-“ EE 
PA, 5 也 是 一 范 , 需 了 TE 有 TCF， . 国 


$9.8 类 域 论 基本 定理 
9. 8.1 类 域 论 基本 定理 (理想 语言 ) 


定理 1( 类 域 论 基本 定理 )” 设 尺 /为 数 域 的 4 次 Abel 扩 
张 ,G = GCK/E). 则 存在 的 模 下 称 为 尺 /的 导 子 ), 使 得 如 下 
成 立 ， 

1 .对 上 不 的 任意 模 踊 , 若 六 于 , 则 Artin 映射 
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TOM GOESE)Y, TH (, KAk) 
的 核 为 已 = 上 .fr( 嘱 ), 从 而 有 群 同 构 ( 同 构 定 理 ) : 
TM /Pn A MM) GRR), 

其 中 IM) = C0) 为 与 中 互 素 的 的 (分 式 ) 理想 构成 的 群 ， 
OD 为 Ix( 琉 ) 到 上 的 范 ,Pqm 为 满足 = 16mod 时) 的 EE 
赤 生 或 的 主 理想 群 . 

1 {分歧 定理 ) 上 的 素 除 子 习 有 限 或 无 限 ? 在 玉 分 越 当 且 
仅 当 ?| 产 

且 (分 型 定理 ) 处 的 与 绒 豆 素 的 素 理想 外 在 天 完全 分 而 
当 目 权 当 入 E 百 = Pg) = Kervez- 

HB (分解 定 理 ) 于 的 与 慰 互 素 的 素 理 想 旬 在 天 中 素 分 解 
为 人 Dx 一 由 … 如 ,其 中 猪 余 类 次 数 了 一 关外 :| 如 ) 是 使 全 全 五 
的 最 小 正 整 数 Fi = 1，…g) ,于 是 大 一 站 一 [下 :到 ]。 


定理 2 (存在 定理 》 没 避 为 数 域 不 的 任 一 模 . 对 任意 满足 
开 吕 ?站 五 忆 Po 的 中 间 群 吾 , 存 在 唯一 的 Abel 扩张 让 使 得 
百 = Pr( 叫 ),， 导 而 姐 定 理 1 有 Artin 同 构 开 闭 )/ 百 兰 
GOK/E), 


定理 2 中 的 域 玉 称 为 群 吾 的 ( 模 强 } 类 域 (classfield). 特别 
Pm 的 类 域 称 为 射线 类 域 (ray class field). 注意 类 域 为 射线 类 域 
的 子 域 .于 是 由 定理 1 一 2 知 , 模 跨 的 诸 类 域 ( 即 射线 类 域 的 诸 
子 域 ) 玉 与 1( 舌 ) 怀 P 的 诸 中 间 子 群 五 间 1 :1 对 庶 . 若 乓 ,与 
五 ;对 应 , 则 Kj 二 EH, CC 再 ,玉民 ;与 五 | 门 五 ;对 应 (Galois 
理论 ). 定理 2 证 明 留 下 节 . 


定理 1 的 证 明 I .上 节 已 证 , 工 . 见 $ 9. 3 定义 1 下 说 明 及 
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89.6 定 理 2. 王 是 了 推论 .下 . 因 ( 旬 ,天 /) 的 阶 为 了 ,即使 1 = 

(KE) 一 (97K 人 SO WE 日 成 立 的 最 小 正 整数 口 

注 记 “分解 定理 可 推广 到 在 玉 分 岐 的 上 的 素 理 想 昌 , 这 时 ， 

多 (在 攻 的 任 一 素 因 于 允 ) 的 分 解 域 天 * 是 8 的 最 大 非 分 歧 子 扩 

张 . 记 下 "1/8 对 应 的 理想 子 群 为 及 "HY? 可 刻画 为 含 瑟 的 且 其 类 
域 在 不 分 疲 的 最 小 理想 群 ), 则 f 在 下 分 解 为 

PD Ox 一 (BL 
其 中 e = (9 :五 ),， 了 = 太 呈 | 人) 是 使 人 EH' 的 最 小 正 整 
数 ,efg = [ 尺 ;下 ,上 述 吾 是 Abel 扩张 玉民 对 应 的 理想 群 ). 


9. 8.2 ”类 域 论 基 本 定理 (idele 语言 


设 下 成 为 n 次 Abel 扩 张 ,G 一 G(K/k),f 为 其 导 子 ( 且 最 小 
可 许 模 ), 完 为 其 可 许 模 ( 即 /次 ). 由 8 9,3 有 群 司 构 


CANCK SIA NJ J /ha Wn Ne(1 对) 
WN) /PA eG. 


映 庙 可 刻画 为 ,¥ a E , 取 a Eh" 使 24 二 1(mod* 观 ), 则 pa) 

= al 所 在 类 ). gCaa) 一 (aa) 为 aa 次 定 的 理想 (所 在 类 }. 而 

an) 一 【(az) 天 /ED) 因此 定义 作用 于 idele 的 Artin 符号 为 
(as Kik) (Caa),K/k), 

于 是 有 群 同 构 (Artin 互 反 律 ) : 


Let Tk' Nend HH 一 -GE 
dF (a,K/kE). 
当世 ' CJ 时 ,显然 Ca, 下} 二 1. 故 -x 也 引起 idele 类群 的 
商 群 C/NgaCx 与 GCKY&) 的 同 构 . 
设 a 二 (a.) € 六 ,每 个 分 量 等 同 于 一 个 idele， 
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= 


ds C= Cg sl) (a, 为 vw- 分 量 ). 
于 是 a = (a.) 二 【[ 6; 故 Artin 符号 可 分 解 为 


vwEM, 


(a, Kijk) = [| Ce。 Kk). 


中 和 


注意 线 积 中 只 有 和 限 多 因子 非 1; 因 为 当 a, 是 名 的 单位 且 v 在 下 
非 分 歧 时 ,a, 是 局 部 范 (8 9.6), 从 而 (a,1K/k) 一 1， 
定义 于 上 的 Artin 符号 与 定义 于 理想 上 的 Artin 符号 自 
然 有 奖 亿 性质 ( 见 8 9.7)，; 
{A1n). 设 TT: 下 一 > TK 为 域 同 构 ( 不 一 定 固定 ), 则 
(rayT 开 7) = rlay K/hkYr 1. 
《42 设 瑟 到 忆 站 为 Abel 扩张 , 则 在 下 的 限制 
Cai/ = (a K/h), 
(43). 设 六 上策 为 有 限 扩张 ,4 为 的 最 大 Abel 扩张 , 则 
(CarA/k') = (NypasAik) 
(Ge 下 本 [RD = (Noas Ki/k). 


定理 3( 类 域 沦 基本 定理 ) ” 设 天 作为 数 域 的 2 次 Abel 扩 
张 , 赠 由 Artin 映射 引起 群 的 同 构 苇 射 ， 


CNCE = Th NTA GK/E), 
其 中 eCa) = CayK/8)= [CKik)， N= Nen 大 为 天 


vEM, 


的 idele 群 ,C 二 J,/&* 为 idele 类 群 ， 


NJx 显然 是 闪 的 开 子 群 ( 因 No 在。 中指 煞 为, 故 是 忆 。 
的 开 子 群 ), 故 定理 3 是 说 , 任 一 Abel 扩 张 天 居 对 诬 C 的 一 个 开 
子 群 五 一 weCr( 或 天 DE’ 的 中 间 开 子 群 五 = Ek" Nie). 友之 ， 
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我 们 将 证 骨 {( 存 在 性 定理 ), 对 任 一 开 子 群 五 ,总 有 Abel 扩 域 
玉 / 左 使 五 王 NCx( 或 五 一 大 Je) 这 时 ,对 应 的 玉 和 五 记 为 
KCH) 和 日 (KK), 分 别称 为 (局 于 ) 瑟 的 类 域 和 (属于 )KK 的 类 群 . 


定理 4 数 域 志 的 诸 有 限 Abel 扩张 居所 与 C; 的 诸 开 子 群 
五 (或 闪 定 关 的 诸 中 间 开 子 群 吾 ) 之 间 1 : 1 对 应 ,其 中 天 对 应 
于 日 = NesCx 一 Kerer( 或 已 一 及 NrayoG(KAE) 之 
Cr/H( 或 /HE), 且 

人 KCKOGHK)D HK'), 

(Gi) HCKK') = HOKY) Nf HRY, 

Gii) KCHH') = RAE) MN KHN. 
亦 即 天 的 有 限 Abel 扩张 格 { 天 } 与 的 开 子 群 格 { 召 } 之 加 皮 向 
格 同 构 - 


性 质 6 ~ ii) 可 由 Galois 理论 看 出 , 若 喷 是 下/ 全 的 可 许 
模 ( 即 Wa C 壹 NJx); 则 二 一 "NJr Ck'Wm, 帮 有 


系 1 设 天 /为数 域 的 mn 次 Abel 扩张 ,时 为 其 可 许 模 ( 即 
民主 的 导 了 于 下 哎 ). 记 ?了 为 "Wm 所属 的 类 域 ( 称 为 模 味 的 射 
线 类 域 ). 则 天 于 天 ,特别 久 C 己 下 作 即 每 个 Abel 扩 域 尺 均 是 某 
射线 类 域 kK 的 子 域 ). 


系 2(Kronecker-Weber) ”每 个 六 bel 数 域 居 /如 均 是 某 分 同 
起 QC,) 的 子 域 . 事实 上 ,0Q0,) 是 模 颈 = moo 的 射线 业 域 , 亦 
即 是 全" Ww 的 类 域 . (rm 为 正 整数 ). 


证 明 只 要 证 明 后 一 事实 ， 即 QW = Ker(—, 
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QQ)/O) (在 中 一刀 ,由 $90.3 这 相当 于 PP, 二 Ker( 一 ， 
中 (的 [25 在 Fesoy 中) ,这 在 上 节 绰 理 1 前 或 $9.3 末 已 证 ,以 
下 纵 出 新 证 明 , 使 Artin 映射 更 清楚 ， 

先 设 m = 芒 为 素数 户 的 寡 , 只 有 户 和 号 在 志 一 昌 人 ) 分 
歧 , 故 双 (5378 可 许 的 模 只 能 形 如 


Pt 一 p'oo “ 取 t 这 9. 
故 
1 十 (p)/， 当 w = 二 记 
oo 当 一 se 
{7 当 vt 


若 a = (Ca) ETWa 则 (azLop0) = [TL = ta, 


a = (ny/@) ,这 是 因为 当 w 关 po 时 ,vv 在 
工 。 非 分 歧 , 故 4.CE U,) 是 局 部 范 , (a, ,7%/0) = 1; 而 4 E€ RR” 
是 正 实数 ,是 任意 次 震 , (ea ,1/1Q) E CC) 是 有 限 阶 , 故 为 
1, 而 对 于 也 的 任 一 单位 zx, 视 为 一 (zl 天: 取 自 
然 数 a 合 ax 关 1(modat， 则 au 一 (ayouya 和 Jw. 注意 
理想 (a) 一 Caw) 的 范 数 为 ae( 尝 实 上 Na) = NealN(e) 一 a 因 
& 是 主 理想 ,ww) 一 (1)), 战 0 二 Gast) 一 (Co ,QC5,)/Q) 作 
用 为 


号 = 
特别 当 & 一 aj 时, 因 ay EE Wap 二 1 十 (pX 寺 1modp”) 知 
a 尘 1(modp”Y, 故 着 a € Wm 则 : 
CasLn /0Q) = (ap La/Q) = 1, 
即 知 Wn C Kerc 一 ,0000 70). 
”对 一 般 的 m, 由 Artin 符号 的 积 性 立 得 多 二 Ker( 一 ， 
QC /0). 因 我 们 已 知 JoKer( ,QO0) 二 C(O/Q) 兰 
309 


(ZJ Tm /Po SJ/Q Wo: 和 QO W,., = Ker(—, 
7 , 即 QQ 性, /Q 是 模 为 moo 的 射线 类 域 ， 口 


定理 $( 平 移 定理 ) 设 天 /从 是 KE 
互 的 类 域 , 则 KE/E 是 Nsh(H) 的 类 pA NH 
域 ,这 里 /8 是 任意 有 限 扩 域 K 


E 
证 明 ta,KE/E)=1 ee、 4 
Sa, KE/E)« = 1 k 


Nena Kik) 一 le Nasa 亿 五 . 


定理 6 通用 范 定 理 ) 设 上 /是 任意 有 限 扩 域 ( 不 必 是 
Abel 扩 域 ), 则 NenCe 的 类 域 是 Ey& 的 最 大 Abel 子 扩 域 ， 


Cs 的 类 域 为 Ej/ 二 ,但 Cs 的 类 域 应 为 FE, 故 玉 KC 入 E. 反 下 
之 ' 设 天 ' 是 五 的 和 bel 子 扩 襄 , 则 MenCre 防 NenCe， 


故 K' CK， 口 
监 
么 3 设 玉 六 是 有 限 扩 域 喜 / 帮 的 最 大 入 pel 子 扩 Ne 
域 , 则 CGYNsCs = NeaCrs tly CC, :Near 一 [长 :hk); 
(DCCs NaaCe) 二 [ 玉 ! 有 习 当 且 仅 当 E/L 是 Abel 扩 大 
张 . 
证 明 (i) 二 者 有 相同 的 类 域 多, 其 余 由 此 得 . CC 
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rr TT 


9. 8. 3 ”无 限 扩张 形式 的 类 域 论 


由 于 Artin 符号 对 扩 域 的 稳定 性 (42), 碘 可 对 天 的 最 大 
Abel 扩 域 4 定义 Artin 符 导 (9.1). 对 idele 上 的 Artin 符号 也 
可 同样 定义 :一 ,4/8) 在 有 限 Abel 扩 域 天 / 民 上 的 限制 (一 ， 
AjR)k 一 (一 ,KE). 于 是 (一 ,4/8) 一 -引起 Artin 映射 

A OC = CG. 
把 GaAE) 的 指数 有 限 的 子 群 豆 全 体 定 义 为 1 的 基本 邻 域 系 ， 
从 而 在 GC47R} 中 引入 拓扑 (Krull 拓扑 )Gt4A) 成 为 拓扑 群 
(对 群 运算 连续 ). 于 是 


G 一 GD 一 lim GA/D/H=, lim GK/E). 
FH 有 限 天 /8 有限 Apal 
一 个 拓扑 群 C 的 团子 群 称 为 其 (拓扑 ) 子 群 (其 陪 集 之 积 仍 为 障 


集 ),G 的 开 子 群 也 是 闭 子 群 ( 等 于 其 障 集 之 并 的 余 集 ) 按 
Galois 理论 的 基本 定理 有 ， 

Galois 基本 定理 4 妨 的 诸 子 扩 域 天 从 与 已 的 诸 闭 子 群 豆 
间 13:1 对 应 , 即 百 =CG(4A 开 )G( 开 AN 一 王石 ,天 为 豆 的 固定 
子 域 . 在 此 对 应 下 ,G 的 请 开 子 群 吾 与 诸 有 限 子 扩 域 及/ 间 
1:1 对 应 . 

易 证 -x : Ci 一 * 刀 是 满 射 . 首先 -eC 在 6G 处 处 称 密 ， 对 GG 
中 工 的 尾 一 开 邻 成 五 ( 即 指数 有 限 子 群 ) , 设 其 固定 子 域 为 (有 
限 } 扩 域 居 /, 则 .xv 的 象 在 GCKYE) = GAEH 中 是 满 的 ,; 故 1: 瑟 
E GH 会 5 的 象 . 其 次 ,Ce 是 紧 的 : 体积 为 1 的 idele 集 厂 
坟 D&C 9.1); 故 每 个 idele 类 中 的 idele 有 相同 体积 . 对 正 实数 
E Rt 令 4, 一 (2,p7 1,1，…)( 仅 在 无 限 素 除 子 分 量 非 1)， 
则 任 一 idele 可 分 解 为 a 一 arya J. 故 C 宇 R'X CY. 因 a 
可 任意 雇 开 方 , 故 -ex CRT) 一 {1}. 旺 热 中 与 -Cw 均 紧 , 故 
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_egCy 紧 .因此 可 知 上 述 Artin 瞎 射 -x 为 满 射 
注意 (a ,A418) 一 1 久 (a,K/4) = 1(Y 有 限 子 扩张 K/h) Sa 
E Hxr( 即 太 在 GCA/E) 中 国定 子 群 ). 故 
Hi = Ker(— ,A/k) = A 


Hr = Kert—,K/A) = NM Hes. 

WE 

定理 7( 类 域 论 基 本 定理 一 一 无 限 扩 张 形式 ) ” 数 域 的 庄 

Abel 扩张 天 (有 限 或 无 限 与 idele 类群 C 的 含 互 , 闭 子 群 号 

之 间 1: 1 对 应 ,这 里 日 = Ker( 一 ,K/R) 一 GOA/K)= 门 HrtK 

汪 下 ,F/k 有 限 ); 且 若 民 ;与 肌 ; 对 应 则 天 CK 叶 H, DD Hg， 

天天; 对 应 于 HH 门 日,;KK; 门 ; 对 应 于 本 :Hs. 而 且 在 上 述 对 应 
中 ,有 限 Abel 扩张 玉 大 与 开 子 群 鼠 间 13: 1 对应. 


§9.9 存在 一 分裂 一 分 歧 定 理 


定理 1( 存 在 定理 ) 设 站 是 数 域 : 的 idele 群 , 玉 是 了 ,的 任 
一 和合" 开 子 群 , 则 存在 属于 如 的 类 域 天 ( 即 存 在 有 限 Abel 扩 域 
下 记 司 吉 二 有 * Nefr). 


引 理 1C 递 妇 引 理 ) 设 五 是 所 的 含 & 开 子 群 . 若 对 某 循环 
扩张 互 /EN 了 (五 ) 有 类 域 工 / 玖 , 则 五 有 类 域 天 人 E【〈 此 引 理 可 视 
为 平移 定理 之 道 》 


证 明 ” 先 证 L/# 是 Galois 扩张 . 设 忆 上 是 会 工 的 最 小 
Galois 扩张 ,cE GEA). 记 Hz 一 NEACH), 则 oHs 二 He, 因 
o 是 oHs 的 类 域 , 放 oL 二 ,上 /为 Galois 扩张 ,从 而 已 一 工 。 
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证 ec 后代 叶 在 五 的 了 眼 删 生成 侣 (天 /有 Jr ECG/E)T 一 (人 
Li/EYCE €E fe). 则 oro = (CobyaL ak) = (ob,L/EY, 由 
Nen Cab/o) = 1 od €E Heytohs LIEY ~ OL/EY,ore! = 
f, 歼 克 / 肛 为 Abel 扩 张 .由 让 aa 天 所 妃 , 设 天 是 (五 , 工 / 本 的 国 
定子 域 ,由 Artin 映射 稳定 性 可 知 , 吾 是 ,Cir G(K/RY 的 
核 ; 故 天 是 所 的 类 域 . [] 


递归 引 理 可 将 定理 1 化 为 会 名 情形 ,这 里 记 J/ 瑟 的 指数 
为 “( 即 元 素 的 = 次 方 均 为 1): 令 瑟 一 有 人 )， 则 必 有 循环 扩张 塔 
ECECEC" CE,=E, 
E/E 均 循 环 . 令 瑟 , 一 YA ,车 能 证 明 FH,= Hs 有 类 域 ， 
网 由 递归 引 理 可 依次 下 推 , 知 瑟 有 类 域 . 


引 理 2 设 n 次 本 原单 位 根 七 上 ,5 是 大 的 素 除 子 集 , 含 
所 有 无 限 素 除 子 及 x 的 素 因 子 , 且 使 J 一 "Js. 设 B= [| 起" 
DE 人 3 
X 了 5,, 则 "BB 有 交 域 KE 一 43), 且 CKK :有 一 m5, kh* 站 BB 
认 说 汪 . 
一 如 (和 为 3 单位 ， 见 和 9.17. 


定理 1 的 证 明 设 J/H 指数 为 nx, 自 递 归 引 理 可 设 5, EE. 
因 J/ 瑟 有 限 , 故 了 刁 的 分 量 除 有 限 处 外 与 J 相同 ,从 而 可 取 有 限 
的 8 使 > 访 S5 时 右 的 vv 分量 为 Ds 政 引 理 2 中 BC HY aE 
J 三 1C(mod 妥 ), 故 a” € 态 ). 于 是 由 kB 有 类 域 KK 知 &8*H 一 
如 也 有 类 域 ( 即 为 (如 ,天 /&) 的 固定 子 域 ). 口 


引 理 2 的 证 明 ”主要 用 Kummer 扩张 理论 , 含 六 的 二 的 指 
数 为 4 的 Abel 扩 张 与 8" 忆 研 ”的 中 间 群 对 应 :(1) 设 大 万字 
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有 且 (D: RE”) 有 限 . 设 天 np 一 AD 由 添加 了 D 中 所 有 元 素 用 
次 根 而 得 , 设 D/k"” 的 代表 元 为 mao 则 天 一 二 (dy 
ow") ,显然 玉 n 上 是 A&bel 扩张,《 群 的 ) 指数 为 (2) 反之 设 天 大 
是 指数 的 让 bel 扩张 , 则 天 为 循环 扩张 的 复合 ,每 个 循环 扩张 
可 写 为 ke*)(Hilbert 定理 90; 见 LangyAlgebra). 故 KK = 
Ka( 某 D).GCKAk) 与 D/&”"” 间 有 如 下 对 偶 : 设 K 一 Kp 对 每 一 
gEGK/AD =G,aEDi 取 A EK 使 A 一 a. 则 oA/A 一 《5 
a} 是 nn 次 单位 根 且 不 依 十 六 的 选取 ,映射 G XD 一 =C*,(a,0) 
一 > 《6,8) 是 一 配对 ( 双 积 性 ) ,只 依 于 atmodk"), 故 请 导出 配 
对 g:G X D/E'" 一 > C*. 它 是 非 退 化 的 , (其 a 所 局 使 (G ,a) 
一 1 则 a 人 EkaEk (i) 若 sa EE 使 (o,D) 二 1, 对 任意 «EE 
中 若 A" 二 a 则 gh 二 44, 上 教 6 保 KKs 生 或 元 系 不 变 ,o 二 1,8 的 非 
退化 说 明 避 与 已/E” 同 构 旦 其 子 群 间 对 偶 , 特 别 知 [Ks: 和 二 
(Drgk"'). 

现 证 引 理 2. 设 天 = RCR 显 撕 不 门 &" 二 始 ， ksh* /*” 
之 fks 门 上 一 上 /可 . 故 区 是 对 应 于 和 ”的 Kummer 扩 域 
上述), 不 计 单位 根 , 必 是 秩 为 5 一 1 自由 群 {s = 131)， 故 
(ks) 二 在 S 外 不 分 寺 : 天 由 添加 (XX) 二 
如 一 w 根 4 生 或 (eE 大 C4 权 含 S 中 素 因子 .对 ES 
所 所 属 Ker( 一 , 玉 AR 固 天/ 大 指数 为 m) ,前 各" 抱 丰 WAYk, 又 因 
TU CNJx( 单 位 范 指数 定理 ), 放 "BCk"Njx, 事实 上 二 者 


v5 
相等 , 仅 需 证 (i: "BY 一 下. 记 可 一 下 们 B, 则 (J :有 &*B) 一 
Ck" jestkBY = (CsiBidds NM ki:B NN ££) ~ 


Hg :k's : Kg) — ns /hs : ke) 其 中 (Ri : 6) = 


bE 
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见 下 面 Artin 引 理 . 只 需 再 证 s = 翁 . 显然 血 字 起 .反之 取 wE 
ks 则 在 上 所 号 均 为 局 部 = 次 宕 , 故 p 在 &a 2) 分 裂 .而 若 = 喜 
3 则 在 Eee“》 不 分歧. 记 天 :一 Rat 则 瑟 守 和 enge 故 扰 
二 二 "Js CC R* NJr, 由 前 述 类 域 论 知 KK' 二 ,a 咎 . 口 


引 理 3CArtin) 设 w = 8 是 妈 一 adic 素 除 子 ,VV 是 ,的 单 
位 群 ,n 为 正 整 数 , 则 CG 10) 一 如 /| 人 如 二 
nf 有 有, 特别 若 丰 ,会 4 洪 单 位 根 , 则 CU" 一 az。 
(2 中心 是 中 玫 次 单位 根 个 数 . 


证 明 ”只 需 证 第 一 个 公式 (由 宇 Z x 如 知 其 余 ). 联 + 使 
nr! 之 | 玫 | (x 为 和 素 元 ), 考 虚 U, = 二 1 十 作 . 因 (1 十 ary 
一 1 十 mar (mod nx 1) 对 任意 整数 a Eh 成立, 故 UY=U,.,， 
:一 (mm) (指数 赋值 ). 取 ” 足够 大 使 上 ,不合 nn 深 单位 根 { 关 1)， 
用 三 指数 引 理 ( 8 9. 5 于 Fa 一 a" 风 (U10) = (UU™ 0)w, 一 
(OCOD, MC) 一 (IUD 一 (TD 
2; 由 C0 0) 一 CN9Y' 即 得 引 理 . 口 


定理 2 《分裂 定理 ) (1) 设 天 /是 如 的 类 域 (J, 坟 HD 
上 *) ,vo 是 的 素 除 子 . 则 vw 在 天 ( 完 全) 分裂 名 有 CH， 

(2) 设 下 /是 Abel 扩张 ,是 走 素 除 子 . 则 

(hk KAR) TG,. 

其 中 GG 一 Gs 是 ww 的 分 解 群 (w 是 "到 天 任 一 延 拓 )， 

《3) Artin 瞎 射 (一 ,KK/ 丰 一 -xx 限制 双 可 ( 己 放 ) 记 为 .er 
网 Irma 一 避 ,，K er 一 NyK2 , 故 有 

Rr /NeKRv tk 天/ 有) 一 人 
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(Ns 是 完备 域 天 。 到 中 的 局 部 范 映射 ?. 


证 明 0) 着 wv 分 裂 则 如 一下 ,, 邦 吉 中 元 皆 为 范 ,会 于 万 ， 
再 证 其 遂 , 先 设 /本 指数 为 xn, 会 刀 固定 ww 使 霹 忆 如, 设 驴 
CM 含 v,, 无 限 vyn 的 因子 ,分 赎 的 vo 且 使 7 一 = Js. 设 BB 
~ x [le*x Tv,, Bix [Ter x Ty,.M BNB=B 

be 0 入 六 了 得 四 

如 引 理 2, BC 万. 将 构 作 kB 的 类 域 K; 且 有 vw 在 KK, 完全 分 
裂 ,从 而 由 天 忆 天 : 知 m 在 状 完 全 分 裂 , 设 万; 一 有 人 五， 万 ,一 
和 门 吾 : 则 本 忆 Di 门 天 于 门 到 "一 个 ( 引 理 2 故 D0"' 二 
恕 - 同样 有 刀 :站 到 一起, 令 天: 一 让 Di) 天 :一 RD 由 引 理 
2 证 朋 (Kummer 理论 ) 知 [Ki 一 (Ds: 有") 一 (Ds:D; 门 
下 一 (Da 总 ) ,同样 有 CKs: 训 二 CDi: 可 ). 设 KK ,Ks 为 Hi ,HH 
的 类 域 , 则 因 到 和 下 ;在 S 外 不 分 歧 ;v《 闫 v0} E55 在 天 * 分 型 ; 
vo 在 居 | 分 结 , 知 BLCHi,B CHy, 散 CK SECT:kR' B= (&" 


Js sk B)= (Js: By)/ (ksik’ NB1) = I Cs DG NB 


k3) /Rs 3) 一 II Ch Km, 同 理 有 CK 有 (J 


无 vwEG 
BB ) 一 CR ko") TK 到]/m', 二 式 相 习 得 CKL:RICKs: (J 
BB CJ:" Ba) CK 有 CKs:], 故 前 述 均等 号 ,特别 有 "Bl 一 
寺 ,. 此 情形 证 毕 . 

(2) G, 的 固定 子 域 为 分 解 域 Kez 在 天 分 改 , 故 已 己 
JVaanJaey， 即 外 中 元 可 表 为 a= Nginb,bEKsGCJritw' lv). 故 
(a KI (KI/KI) ECRIKR) =G. MR 得 (ks ;KiR)CG,. 和 
证 二 者 相等 ,不 妨 设 大 二 K'. 设 是 了 二 lm 的 因 定 子 域 , 若 
匹 3&, 则 吾 含 素数 户 次 循环 子 扩张 素 故 , 记 姑 一 下 下 二 Fk 
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一 开 () 是 到 刀 丐 拓 ., 则 且 仿 于 Artin 映射 有 一 G, (F/R》 
的 核 , 故 虹 含 于 Artin 鼎 射 ->GA CF'jR') 的 核 .由 (1) 已 证 
部 分 知 vw 在 本 完全 分 烈 . 而 [让 |(p 一 1),p 一 [FF! 旭 ,二 者 互 
素 . 因 分 歧 指 数 和 剩余 类 次 数 均 有 积 性 (对 扩张 塔 }, 故 v 在 下 

分 裂 , 这 与 所 设 上 二 KK? 世上 盾 . 即 得 (2) ,由 (2) 即 得 C1). 
《3) 由 于 范 N,K; CKerw', 及 局 部 范 指数 /NK 一 
[太一 | (9.6 定理 2)? 即 知 No 一 Kefez .其 余 显 然 ， 
口 


系 1 (kr KR/E) 一 (KS ,KIKR" ,其 中 Kr 是 vE Mi; 的 分 
解 域 ,w' 是 v 在 KK" 的 延 拓 ， 


证 明 (C》 由 上 述 证 明知 (2)(ayK/&8) 二 (6,K/K). 
| 


定理 3 分歧 定理 ) 《1) 设 总 /大 是 五 的 类 域 ( 太 也 五 过 
开 是 天 的 素 除 耶 . 则 吕 在 开 不 分 歧 后 DC 五 ( 其 中 中 。 是 六 
的 单位 群 ). 

(2) 设 天 大 是 Abel 扩 张 , 是 站 的 素 除 子 , 则 

(Us KAR)=T, 

其 中 T, 一 T, 是 v 在 天 任 一 延 本 ww 的 惯性 群 . 

《3)Artin 鼎 射 {一 ;区 /二 -7 限制 于 UCCID) 记 为 2,， 
则 Tm 二 本 ,， Ker er, 一 NU 而 

UN EU KE/ =T,. 


证 明 ” 先 证 (3) ,由 分 列 定 理 知 N,Ks 是 -ee 在 有 的 核 . 故 
车 记 玉 为 -wx 在 J 上 上 的 核 则 
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HME =N,K:. 

于 是 
HNU,=N.U,, 
这 是 因为 用. 天 . 门 D 一 No 即 若 Nb 为 单位 则 5 为 单位 . 鼓 
.在 了 1。 的 核 为 NU 再 证 其 得 为了。 由 系 1, 不 妨 设 =K”， 
即 如 (天 /一 C. 设 天: 为 了 ,的 固定 子 球 ,z 到 下 ' 延 扫 为 ww', 当 
。 有 限时 有 
T, GR/K RY ,KIRK er XU KIKY- 


UKIK NO KI UK/), 
其 中 I) 由 定理 2,C2) 中 是 KK 的 束 元 ,(3) 是 因 w 在 尺 /KK 完 
全 分 斌 , 故 存 在 x 为 从 尺 ,的 局 部 范 ,C4) 因 Nxn(Uw 二 NU， 
(5) 国 口 , 二 NoU (局 部 范 指 教 定理 ). 其 余 显 然 . 口 


$9.10 局 部 类 域 论 


由 上 述 ( 整 体 ) 类 域 论 可 导出 局 部 类 域 论 , 即 关 于 局 部 域 扩 
张 的 类 域 论 , 局 部 域 是 指 @, 的 {有限} 扩张 , 怡 为 日 的 (有 限 ) 扩 
张 下 的 局 部 化 KK 8 5.1 系 2). 

设 天 大 是 数 域 的 有 限 扩张 ,并 /AR 蚌 它们 的 完备 化 ,w |v 
分 别 是 乓 和 天 (也 是 天 。 和 记 ) 的 素 除 子 . 当 Artin 符号 (映射 
二 (一 ;民居 ) 限 制 到 才 ( 福 J 上 时 ,我 们 把 它 记 为 

= Kah) = (~ Ki, 
而 称 为 局 部 Artin 符号 (映射 ). 由 上 节 定 理 2( 分 裂 定 理 )03) 可 
名 err 一 CCG( 攻 /为 满 射 , 


定理 1( 局 部 类 域 论 基本 定理 ) (1) 设 民 。./h, 是 局 部 域 的 
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有 限 Abel 扩张 , 群 为 GCK/E,) 一 G, ;分别 有 素 除 子 neg 单 位 
群 DC 则 Arrin 贞 射 
a kt G(R/R) 
a—r{a, Kk,) 
为 满 射 日 核 Ker.w ,一 NKi ,从 而 有 和 群 同 构 
EY /NK OR K/hk)—GaltKk, /Ek,), 
U /NU EU , Ko/h)=T, 
其 中 了 为 乓 。/E。 的 分 歧 群 . ， 
(2) . 的 请 有 限 Abel 扩张 天 /与 如 的 诸 开 子 群 殖 之 
间 1:1 对 应 ,包含 关系 相反 ,其 中 天 。 对 应 于 五 一 人 天 :一 所 er 
(— ,Kak) GK /RNR /H. 
(3) 玉 .AR。 非 分 歧 生 局 ,一 NTU 五 门 :V 
此 时 CR 循环 ， 由 Frobenius 同 构 Co 生成 ; 且 对 三 后 下 有 
{a ,Kk =0"" 
(其 中 vta) 是 标准 指数 赋值 >. 


诬 明 (1) 与 (2) 由 上 节 分 裂 和 分 歧 定 理 立 得 . 至 于 (3), 先 
回忆 Artin 映射 在 上 的 作用 .对 a€, 取 aEh* 合 an 三 1 
(mod' 骂 ), 再 令 (ay 民 /二 (Cog) ,KK/ 和 ,其 中 驶 是 对 KK/& 可 
许 的 有 的 性 一 模 . 以 下 设 "一 ay ,对 于 a 一 au 和 大 , 视 a 一 (…1， 
Gaal ER NG Kk) = Ca KR/ 设 a ur uCEU,, (x) 
一 外. 

车 KK 非 分 歧 ( 即 p 非 分歧 ) 出 wtf (Ki/# 的 导 子 ,0,E€ 
Jr( 即 a 可取 为 ivmod "了 的 5 一 分 量 无 限制 ), 于 是 

(a Kv/k) (KI = (Ga) 区/ 一 (他 K/L) 

={P,K/E)'=r. 


若 有 Kot 各 分歧 ( 即 二 在 久 /& 人 分歧), 则 vf 取 aER' 合 wa 
三 1(mod* 和 (这 相当 于 aa, 三 1(mod* .0); 因 ra 二 Coyag,se， 
一 ) ;理想 (ea,)EE1 让 由 非 f 一 分 量 决 定 , 喜 (aa) 一 《a), 即 
《Gu 下 /一 (fa ,区 /), 孝 对 性 意 zEK。 有 
(tau Roth rr mod), 
作为 外 在 民 , 的 束 理 想 因 子 . 口 


也 可 定义 无 限 扩张 的 Artin 符号 . 设 4, 是 ,的 最 大 Abel 
扩张 ,ez 一 (一 ,4 如 下 定 广 : 它 在 任 一 有 限 Abel 扩张 玉 。7 
后 上 的 限制 为 (一 ,Ax 一 (一 ,天 oo/D), 于 是 有 Artin 映射 

Liz = GCA,/k,), 
a (a, A,/h,). 
群 如 与 G 的 拓扑 者 定义 为 Krull 拓扑 :的 开 子 群 为 指数 有 限 的 
子 群 . 易 知 Ker-e ,一 名 的 开 子 群 的 交 二 1( 因 为 人 (1 十 多) 一 
1), 这 点 与 整体 类 域 论 不 同 , 使 得 局 部 类 域 论 更 简洁 .同样 易 知 
Im-z 在 G 中 是 处 处 稠密 的 ,但 现 iez 不 再 是 紧 的 ,所 以 不 能 得 
到 -er, 是 满 射 的 结论 . 为 此 把 各 按 Krull 拓扑 完备 化. 注意 
kh: = XU,=r XWxU, 
其 中 5 为 的 率 元 ,W 是 单位 根 群 ,Di 二 1 十 章 ( 这 是 因为 如 中 
元 为 may #E€U, 而 因 及 MY 一 1 一 0mod 和 外) 无 重 根 ,; 故 由 
Hensel 引 理 知 在 如 中 有 NF 一 1 个 互 蜡 根 , 即 知 二 含 N 8 一 1 
次 单位 根 群 你 . 寞 各 引起 到 射 多- 和 一 FYe(N 9 元 有 限 域 匠 法 
群 , 在 乙 . 中 的 核 为 六 一 1 一 音 , 故 刀 一 多 X7) 令 
ks =limk; /Hlim(Z/mE XW' XUUY) 
=—SxXWXU=2xU,, 
式 中 万 过 怠 开 ( 指 数 有 限 ) 子 群 ,m 过 自然 数 ,W' 是 W 的 商 
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群 ,而 2 一 limZz/m2. 显然 lmU/U1 一 U1, 故 有 上 式 , 由 中 国 剩余 


(种子) 定理 知 Z/mZ 一 ll Zip'Z, 故 和 = llz. Zz, 是 padic 整 
数 环 .于 是 .er.:8&z 一 >G 是 满 射 . 故 有 


定理 2 局 部 类 域 论 基本 定理 一 一 无 限 扩张 形式 ) 设 上 是 
尼 的 有 限 扩 张 ,4, 是 ,的 最 大 Abel 扩张 , 则 局 部 上 Artin 映射 引 
起 连续 同 构 映射 
. 和 全 XI GA Ak) 
并 建立 起 诸 Apel 扩张 玉 必 ,与 大 的 闭 子 群 五 间 的 1:1 对 应 ， 
使 
和 /HCGEKR /RY, 
USNNU,ST K/h), 


式 中 ,过 下 jk, 的 有 限 子 扩张 Fi&,， TCK/&,) 蚌 失 性 群 . 


例 1 设 生 二 0 为 素数 , 则 7 二 ps v=p, 局 一天， 你 
一 让 Xi 设 玉 二 Oy) m= 二 np'， rc 人 0, pn， 则 天 为 民 , 和 * 
人 人) 与 开 : 一 多 Ce 的 复合 . 对 Qi 中 任 一 元 a 二 pu (wnEU))， 
(ay 下 /0) 由 Ca 天,/Q,) 和 (a 天 ,/0,) 完 全 决定 . 因 博 在 天 不 
分 歧 ， 局 部 单位 总 是 范 ， 才 (xx， 天 1/0,) 二 1， 帮 由 定理 1 有 

(ay Ki/Q)= C0), KO Ea: Ct, 
而 K; 的 素 元 取 为 4 一 1 一 fw; 由 CX* 一 1)/(X* 一 1)= 
CX 二 1 知 Pp 一 1 一)=NCm) G1 与 p 互 察 )， 
故 ((p) ,Ks/Q,) 二 CN Cr) ,Ks10,) 一 1, 从 而 由 9.2 系 2 新 证 
明知 
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(as Kt0,) = (tn) :Kt0,) : 6é > 
贡 思 2 二 GUNAOD) ur modp’); 


而 We OQ 1 EGO E/E)), 
均 为 同 档 . 取 逆向 极限 条 @; 一 p? 了 XU, 宇 G(08/0,), 且 车 记 9， 
的 最 太 Abel 扩张 为 O02 一 2 (565) 二 Qi (pe) OCb) 
n={0<naE Z| (np) = 1 NG OO, Cm ) 0,) VU,, 

. GO /0 


$9.11 Hilbert 类 域 及 例 


设 K/ 是 HH 的 类 域 (J 已" ) ,由 分 歧 定 理 知 ne M 
在 KK 非 分 歧 己 UCH. 散 所 有 wEM, 在 KK 非 分 歧 合 U.CH 
vemM)e I} vcH. 沪 [Lo.— la x lo.=7s. sii 
为 J. 


定义 1 数 域 的 最 大 非 分 歧 ( 对 所 有 有 限 和 无 限 素 除 子 ) 
Abel 扩张 下 称 为 的 Hilbert 类 域 . (自然 到 /的 导 子 了 一 1). 


定理 1 对 Abel 扩张 下/ 以 下 命题 等 价 : 
{1) 到 是 上 的 Hilbert 类 域 ， 

(2) 天 是 下 的 idele 子 群 天 所 的 燃 域 

(3) 天 是 上 的 主 理想 子 群 P 的 类 域 . 


证 明 由 下 /上 的 非 分 野性 知 对 应 的 群 理 一 Rk*J.,, 再 由 
尺 j/E 的 极 大 性 即 知 吾 二 ' J, 得 (1) 与 (2) 等 价 .而 由 J/k" J 
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8/P 即 得 (63) 与 (2 等 价 ， [] 


定理 2 谈天 是 下 的 Hilhert 类 域 , 则 

(1 JR J TPEGK EY. 
即 放 的 idele 类 寿福 理想 类 群 人 Galois 群 GCK AE). 

(2) 天 的 素 理想 外 在 到 完全 分 裂 学 介 是 主 理 辑 . 更 一 般 地 ， 
六 到 | 但 ) 是 使 如 为 主 理想 的 最 小 正 整 数 子 ( 为 g 在 天 任 一 
素 因 子 ). 

(3)( 主 理想 定理 ) & 的 任 一 理想 」 到 大 殉 为 主 理想 , 即 
IOx 为 主 理想 . 


证 明 (1) 积 (2 是 一 般 结 果 的 特殊 情形 ， 

(3) 设 大 往 天 CL 下 /上 上 上 LjK 均 为 Hilbert 类 域 . 首先 , 工 /有 
为 Galois 扩张 :若是 工 到 C 的 和 赚 入 . 风 (aL/AK 二 2L/K 是 非 
分 层 扩 张 ( 因 LI/K 非 分 野 ) ,区 这 CHilbert 类 域 定义 ), 故 4L 
一 了 . 其 次 易 知 LW/ 非 分 野 , 故 天/ 是 上 /有 的 最 大 Abel 子 扩 
张 . 记 3S=G(EAK) 则 GAS 是 G 的 最 大 Abel 商 群 , 即 知 SG 
是 换 位 子 群 .再 注意 ,只 需 对 站 的 素 理 想 旭 证 明 提 Orx 是 主 理想 ， 
即 ( 钊 Cx ,元 / 民 ) 一 1 设 由 Dr 一 宁 … 兄 字 :是 天 的 素 理想 . 


(PO LIE) = 于 ( /RTm CD LR) C0, L/K)= 


(oP, soL/aK) =o (LIK)o 让 (W, LIK) = ls, 

LIL/K)or', 运用 很 复杂 的 纯 群 论 方法 可 以 证 明 这 样 的 习 积 总 是 

等 于 1 ,从 而 得 到 主 理想 定 理 ( 风 [A 一 TT))， 口 

以 上 证 明 引 入 “类 域 搭 " 问 题 ;KK. 世 KCKs 4 EK; 是 RK;_| 

的 Hilbert 类 域 . 直到 1964 年 ,由 Shafarevich 和 Golod 解决 ; 当 
323 


尺 , 一 QCA 一 2 3*+5。7*1]11°*13) 时 类 域 塔 可 以 元 限 长 。 


全 上 的 类 域 论 值得 特别 讨 沦 . /二 Jo 可 分 解 为 
J>0° xR'X llv,, 
Bidelea= (Caw sas a ys dp) = a (rp ) ,其 中 rE 
R+( 正 实数 ) ,wu,EU(Q, 的 单位 群 ),ao 一 (sign aw) Hp E 
人 .也 可 写 为 4 一 aQormzwa…. 

由 $9.8 系 2 新 证 明 已 知 ,对 ww,EU， 有 

(的 一 好 

Gy /0) 一 1( 当 素数 g 关 记 )， 

其 中 2 一 和 ， awy 二 1(modp'). 

现 设 正 整 数 x= le», 玉 一 Tu, € [lv,, oa, = 
1tmodp*), 则 存在 cEQ 使 a=a,tmodp*) 对 所 有 lm 成 六 (各 
子 定理 ), 即 a==us Cmodp%)《 所 有 pim), 故 可 记 a 二 (mod 
现 ). 于 是 

(uO ) OY, 一 1I (uO /OD ds bos, 


= -ITe = 了 ge = 
故 若 设 0 为 如 的 最 大 Abel 扩张 ,由 让 加 放 闻 地 £0<LmE 
2Z) 到 QQ 生成 (Kronecker 一 Weber 定理 ), 则 Artin 映射 给 出 同 构 
鼎 射 .o; 
Co=Ja/0° =R* x lv, GQ/0) 
ru Cb) 
其 中 为 任 一 单位 根 ( 注 意 -or) 一 1, 因 为 > 是 任意 次 香 ). 也 
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就 是 说 -er 限制 到 亡 = llv, 上 给 出 同 构 吕 GF/@Q)， 二 

定理 3 外 的 (有 限 )Abel 扩张 K/Q 与 口才 ,的 ( 开 ) 
子 群 吾 邮 1:1 对 应 ,此 对 应 由 Artin 肌 射 . 史 ( 限 制 到 立 上 ) 给 
出 .特别 UG /0), 天 是 五 (在 GC/Q) 的 但 ) 的 固定 子 
域 ,GCKE /OUDH. 


类 域 论 理论 体系 完美 ,定理 异常 丰富 次 刻 ,为 便于 掌握 运用 
及 欣赏 , 现 以 诗 ( 或 称 歌 雇 ? 概 括 之 . 我 们 注意 到 , 域 的 Abel 扩 
张 集 是 一 个 格 , 象 是 枝 干 交错 的 一 标 梅 树 ;J, 的 子 群 格 与 之 反 
癌 1:1 对 应 , 象 是 这 树 的 冰 面 倒影 . 


近 冰 梅 一 一 类 域 论 
疏 影 横 儿 近 冰 埠 , 枝 枝 矢 雪上 映照 来 , 
开 为 杏 色 偏 芬 剖 , 幽 维 菊 风 惯 群 草 


稀世 终 久 非 层 宽 , 篇 香 于 兹 自主 开 . 
纷纷 谁 解 素 宜 主 , 类 群 甲 群 天 安排 . 


. 分 名 释义 

1. 让 的 Abel 扩 域 格 {K}{ 玖 影 栅 鱼 近 冰 梅 ), 出 Artin 上 映射 而 与 
其 类 群 的 闭 子 群 格 {五 )‘ 冰 面 照 影 ) 没 向 1:1 对 应 . (基本 定 
理 ) 

2. 整体 类 域 论 包 含 局 部 类 域 论 , Artin 映射 限制 到 -分 量 ( 枝 
枝 } 则 为 局 部 映射 ( 照 ), 自 成 一 系 . (局 部 类 域 论 ) 

3， 妃 ( 开 为 在 ) 贞 为 分 裂 ( 芬 而 ) 群 .及 己 惠 各 vv 分裂. (分 型 定 
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理 ) 

4. 避 .( 央 维 ) 映 为 惯性 群 ,UCHew 不 分 歧 , 《分歧 定理 ) 

5. 希 尔 伯 特 ( 希 氏 ) 类 域 定 义 为 最 大 非 分 歧 ( 禾 久 非 歧 赛 ]Abel 
扩张 . ( 希 氏 类 域 ) 

6. 理想 到 希 氏 类 域 (篇 香 于 兹 ) 化 为 主 理想 . ( 主 理想 定理 ) 

7. 完全 分 型 (纷纷 解 ) 于 希 氏 娄 域 的 恰 为 上 的 素 、 主 ( 素 宜 主 ) 理 
想 . (分 解 定理 ) 

8. 类 群 与 其 罗 华 群 同 构 ,理论 妙 美 天 成 , ( 同 构 定理 》 


§ 9.12 ”类 域 构 作 与 椭圆 曲线 复 乘 


类 域 的 构 作 问题 是 Hilbert 23 个 问题 中 的 第 12 个 问题 . 经 
过 近 一 个 世纪 的 努力 ,只 有 很 少 进 展 . 主要 是 用 椭圆 曲线 移 复 乘 
法 理论 对 虚 二 次 域 的 类 域 的 构 作 . 不 过 此 理论 已 对 数论 的 发 展 
起 了 很 大 的 作用 . 下 面 简介 . 

作为 类 域 ,分 圆 域 的 构 作 是 很 优美 的 (Kronecker-Weber 定 
理 ), 妈 添加 &.(x 次 单位 根 即 z" 一 1 的 根 ) 生 成 .能 否 像 这 样 生 ， 
成 其 它 的 类 域 呢 ? 这 就 是 Kronecker 的 “青春 之 就 ”. 

复 椭 图 曲线 E 的 方程 可 写 为 ， 

FE: 虹 一 二 十 az 十 声 ， (a,5zy 均 在 它 取 导 ) 
4 一 一 16(das 十 27527 尖 0 称 为 其 判别 式 ,1 一 一 1728(4a)374 称 
为 其 六 不 变量 .以 苹 (C) 或 王 记 五 的 复 ( 侍 标 ) 点 全 体 , 可 以 适当 
定义 ECC) 中 的 加 法 运算 使 之 成 为 Abel 群 . 群 的 单位 元 即 是 无 
穷 远 点 口 ,总 认为 口 在 互 上 , 困 zyEe, 若 分 开 实 虚 部 则 有 四 
个 实 变量 ,二 个 方程 . 故 吾 的 复 点 全 体 吾 (C)= 呈 拓扑 上 是 一 个 
曲面 : 容易 证 明 吾 是 一 个 环 面 , 切 开 环 面 ,ELC) 同 胚 于 一 个 平行 
四 边 形 (对 边 视 为 相同 ). 设 其 在 复 平面 的 顶点 分 别 为 0 wy，- 
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tw 001 十 ws, 

令 工 二 Zw 十 Zws 为 复 平 
面 C 的 格 , 则 此 四 过 形 为 CA 
(的 代表 元 全 系 ). 于 是 有 同 构 


到 


之 个 a 
E—*C/L 
了 dT 
法 日 宇 出 为 :PF P d 
网 构 可 以 明 刚 出 为 RP 1 一 |， 后 i 


工 ), 下 是 Riemann 面 的 复 解 析 同 构 , 也 是 (加 法 )Abel 群 的 同 
构 . 

务 一 方面 ,对 于 任意 社工 = 二 Zw, 十 Zws ,以 四 和 ws 为 周期 的 
半 纯 复 变 量 冰 数 了 称 为 顶 罗 函数 ,此 时 f 可 视 为 C/L 上 的 范 
数 . 最 重要 的 椭圆 函数 是 Weiersirass 于 


(z= 二 二 2 


EL (全 一 my a 


多 在 每 个 格 点 上 有 二 阶 极点 . 局 可 以 证 明 , 任 一 酉 回话 数 均 可 表 为 
旬 (=) 和 人 5 站 微 商 ) 的 有 理 函 数 ， 
引 理 1 4 对 给 定 的 C 的 任 一 格 工 ， 有 
eg 


其 中 & 一 9200 :, e102 亦 即 (efz) ,和 (2) 在 一 


实 加 曲线 上 


(2) C/IL_ TrE: 一 和 一 上 一 中 
二 人 zz , OPF—0 
是 Riemann 障 的 复 解 析 间 构 和 Abel 群 的 同 构 . 
(3) 每 个 复 椭 加 曲线 EE 均 可 表 为 某 CIiL 的 同 构 象 如 (2). 
《 详 言 之 ,给 定 五 :只 一 4 一 az 一 5 设 sa 请 是 五 的 拓扑 一 阶 疝 调 
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群 的 生 成 元 一 | < “=| 245, ZL= Zou 十 Zw, 则 
-yy BY 
rp 


EC/, PH | dx od 1 


oF 


即 前 述 同 构 下 ;也 是 上 述 (2) 中 的 道 》. 


复 椭圆 曲线 的 自 同 态 ”由 引 理 1 可 等 同 地 视 复 椭圆 曲线 丘 
为 CiL. 设 工 ,Ls 为 CC 的 格 , 且 有 aEC 使 a CCL; 则 显然 有 椭 
医 曲 线 EE 二 CAL 间 的 映射 ( 数 乘 映射 

ji CiD— C/E zax 


引 理 2 6) C/I 到 CiIs 的 保 0 点 不 动 的 (全 纯 ) 解 析 映 
射 只 能 是 如 上 的 数 滋 痢 射 g， 

(iiy {gleLi 忆 Ly} 也 就 是 复 椭圆 曲线 EE 到 FE; 的 所 有 保 无 
穷 点 的 有 理 碳 射 ， 

(ii 五: 宕 as oh 二 Ls aEC' (此 时 称 工 和 工 ; 位 亿 (ho- 
mothetic )), 

(iy) EE 的 自 同 态 群 End(E)=={aEClaLCL)， 

志 的 自 阿 构 群 Aut(E)= {aEClaL=L}. 


模 变 换 ”直上 知 复 实 贺 股 线 同 构 类 { 玉 } ( 同 构 ) 与 1C/L} (位 
亿 ) 间 151 对 应 . 设 工 = Zw 十 Ze; 位 航 于 工 一 Z 十 Zr 人 (r= 
w/w) rE ( 复 上 学 平面 ). 显然 

工 -一 工 -所 EET) 


urp 
crt 易 


6 
这 里 了 一 SLK2 一 人 一 全 led b=1},7(r) = 
证 
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E/T—{reE | [Rer| < ,|r|>1) 
故 有 下 述 各 1! 1 对 应 (EE 的 方程 如 3 引 理 1) 


; 
FPe[ 守 


了 
we RE /TC 


. l2gi _. 
站 区 ?一 gi) Ei) 


-re 


复 匀 法 与 类 域 我 们 已 经 知道 ,车 E=C7L, 则 
End{F)={aECleL TLIO 
如 果 End(E) 尖 2Z( 即 3 aECya&2Z 使 aLCL), 则 称 E 有 复 乘 . 
现 设 aLCLa&2,L=Zo+2w tw/ EB 刚 
at 一 Qt ders er ee (1» 
Qo 一 Ce TE {2) 


, -人 人 


套 e 是 | 的 特征 根 { 部 满足 形 一 aa 十 as 一 0，ei 一 人 十 可 az 一 


lasbcrdEZ) 


ia 
det 
Cc 


| ). 即 知 “ 是 二 次 代 雪 整数 ,同时 由 (2) 甸 


位 Cr) 一 六， 
邑 = 是 虚 二 -次 域 天 一 人 (5) 的 整数 . 因 End(E) 是 环 , 敌 End (EE) 
是 Os 的 一 个 子 环 .但 End(8) 沪 2Z, 故 其 Z 一 秩 为 2( 和 否则 车 End 
(也 ) 一 Zao, 则 1 一 eyeE 人 ,地 盾 ).Ox 的 Z 一 秩 为 2 的 子 环 称 为 
岗 (order). 当 呈 变化 时 ,End(E) 可 取 痪 每 个 虚 二 了 钦 域 的 每 个 纲 
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R. ( 因 R 是 一 个 格 , 令 Ex 二 CAR, 刚 显然 End(Ex) 二 RR). 

现 设 下 是 任 一 个 虚 二 次 数 域 , 我 们 要 构 作 区 的 Hilbert 类 
域 .天 的 任 一 分 式 理想 了 是 民 的 一 个 格 (7 是 秩 2 的 自由 Abel 
群 , 设 7 一 Zu 十 Zu， 则 Tr 二 w/w 人 RR， 否则 rEKNR=Q, 则 | 
与 迪 在 及 上 相关 ,在 如 上 也 相关 ), 复 椭 加 曲线 C/I 的 自 同 态 
环 显然 即 Ox. 记 了 所 在 的 理想 类 为 

CD ={allaE RK’}. 

故 [7] 中 每 个 理想 ( 格 ) 所 对 应 的 椭圆 曲线 C/al 均 与 C/I 同 构 . 
即 及 的 每 个 理想 类 {a 定义 一 个 幢 圆 曲线 同 物 类 {C7/a7l}. 

反之 , 设 椭圆 曲 线 玉 ==C/L 以 Ox 为 自 同 态 环 ,上 = Zw 十 
Zo 则 F 一 上 ys 生 六 ， 故 卫 - 一 了 十 民 r 是 K 的 分 式 理 想 (Q) 是 KK 
的 加 法 子 群 ;GiOxLCL; (Ci) 分 母 有 限 ), 而 EE=C/L 室 Ci 上 


定理 1 虚 二 次 域 天 的 分 式 理想 类 C2, [572],…:[14J 与 满 
是 Ox 二 End(E) 的 椭圆 曲线 同 构 类 CAT ,CAT 之 间 1:1 对 
应 ,从 而 对 应 有 (KK 的 理想 类 数 ) 个 不 司 的 信 jC，… ,jC 》(3 
(2) 二 jC/ ) 称 为 域 居 的 类 不 变量 )， 


定理 2 设 五 天 是 虚 二 次 域 天 的 理想 类 的 代表 元 系 ， 
则 C9),j(Ch) 竺 代数 整数 , 且 (XD) 二 (XX 一 了 C0 (xX 
一 j(1,)) 是 K 上 (也 是 ZZ 上) 不 可 约 多 项 式 . 


定理 3 天 (CD) 一 … 一 上 (j(1,)) 是 开 的 Hilbert 类 域 
玉民 


定理 4 【六 ,政司 后) 大 大 一 关 瑟 1)， 


这 里 闵 , 是 攻 的 二 个 不 同 理想 类 代表 元 (了 ,KIKR) 是 Artin 
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ee . i 


符号 ). 


定理 5 设 久 是 虚 二 次 域 ,i 是 的 一 个 类 不 变量 ,五 为 好 
A = 六 则 到 的 最 大 Abet 扩张 为 
=K(j:x), 

过 区 的 有 限 阶 点 的 横 泽 标 (之 星光 J 天 0，1728). 

注意 上 述 + 实则 为 双 周 期 函数 侣 (xz) 的 取 值 . 这 与 Kro- 
necker 一 weber 定理 很 类 似 : 0 的 最 大 Abel 扩张 ( 即 分 圆 域 的 
复合 ) 为 一 47 ,过 单 周期 冰 数 ae“ 的 取 值 . 

若 呈 是 有 理 系 数 梢 圆 曲 线 去 : ?人 ar—b, abew, 
设 下 的 整数 环 Ox 二 End(E), 因 j(E)== 也 me0, 故 K 的 
Hilbert 类 域 六 "二 KCjCE)) 一 天 , 故 h(KD) 二 1. 押 定理 1 知 此 时 
每 个 天 决定 唯一 的 ( 同 构 意义 下 )E=C/I,《I 为 尺 的 任 一 理 
想 ), 上 反之 ,车 民 为 类 数 ACK})==1 的 虚 了 二 次 域 , 则 六 立定 的 唯一 
( 同 构 意 义 下 ) 五 =C/I, 也 是 以 有 理 系数 方程 定 浆 的 (由 定理 2 


知 jEZ, 敬 下 向 构 于 -Ar +) 总 之 有 


一 4 = 


系 1 同 态 环 End(E) 为 某 虚 二 次 域 下 的 整数 环 Ox 的 有 
理 系数 椭圆 曲线 E 在 复 同 构 意 义 下 只 有 9 个 , 恰 对 刘 于 h(K) 
=1 的 9 个 虚 二 次 域 K=(《 v4)， 
d=1,2.3,7311:19,43.67,163. 
类 似 还 可 得 到 ， 


系 2 具有 复 箭 的 有 理 系数 椭圆 曲线 在 复 同 构 意义 下 只 
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(CY —d)); 
End(E)=Z2++20x: dC—ls3,7 
End (E)=2+30Oxr: 可 一 3. 


与 类 域 密切 相关 的 是 Genus 域 ( 种 域 ). 数 域 在 的 Genus 灌 
玉 定 义 为 上 的 最 大 非 分 歧 ( 在 有 限 束 除 子 ) 扩 张 且 让 一 kk1, 大 /人 
是 Abel 扩 域 (Frahlich)- 在 CZh13] 中 用 类 域 论 证 明了 ; 任 一 数 
域 总 的 Genus 城 为 
R= ll ao” 
其 中 0w 按 @ 上 的 类 域 论 对 应 于 口 =[[U, 的 子 群 ,人 [v， 
HCU, 由 {Niwe, (Up)) 生 成 (p 过 分 咏 康 数 ,名 过 在 天 素 因 
, 子 ) .特别 CC AO) 守 U /Hj 当 p 了 2 时 如 是 的 GCDe DU， 
VDUp) 次 循环 扩张 . 


当下 为 Abel 数 域 时 ,其 Genus 域 六 即 为 舍 天 的 最 大 绝对 
Abel 域 且 在 的 所 有 有 限 素 除 子 上 非 分 层 . [zh 的 用 较 简 单方 
法 构 作 了 天: 当 点 次数 为 素数 寡 ge 时 ,其 Genus 域 为 
| kK-xllc,=1le, 

其 中 记过 在 二 分 歧 的 素数 ,C, 是 郧 人 的 唯一 e( 太 次 子 城 (天 
2 时 ),C, 是 QQC8) 的 ee) 次 子 域 ( 某 妆 ，ep) 是 声 在 产 的 分 肢 
指数 , 此 文 还 具体 构 作 了 (2,-" ,2) 型 域 等 的 Genas 域 . 

工 次 域 的 Genns 理论 很 古典 , 可 用 以 决定 类 群 的 2 一 秩 《 对 
代数 函数 域 的 情形 见 CZhl143). 还 可 用 以 典 定 四 钦 扩 张 的 结构 、 
相对 整 基 的 存在 等 ([Zh7]). 
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利用 Kronecker 一 Weber 定理 研究 Abel 域 是 最 常用 的 方 
法 . 对 四 次 域 见 CF1) :五 次 域 见 [zhao], 相 关 的 见 [P 一 F] » CF2] 
(类 数 奇 侦 性 ). 局 部 类 域 论 与 形式 群 很 有 关系 ( 见 [LiD). ] 


最 后 对 Fermat 大 定理 的 证 明 稍 作 介绍 ,A. Wiles 的 证 明 原 
文 见 [Wi], 简介 可 见 C[Zh21], 首先 ,@ 上 的 梢 圆 曲线 号 就 是 由 如 
下 方程 定义 的 非 奇异 曲线 ; 

E: yaxytay=r ar’ ta ritas {mEZ) 
无 窃 开 点 品 = (co6,o0) 总 视 为 上 点 ,对 于 素数 ,以 ECF,} 记 
玉 在 Fo。 上 点 全 和 体 ( 即 上 述 方程 modp 解 全 体 ), 并 记 as==p 十 1 一 
# ECF,). 

对 正 整 数 六, 考虑 了 一 5L:(Z) 的 子 群 


恩 
rl | omodN) ,edb=1l, 
ea | 


复 上 半 平 面 2 上 的 全 纯 函 数 f(z) 称 为 权 为 上 的 对 于 TCN) 
的 模 形 式 是 指 
fF) = (rt dr) 


对 所 有 7 二 [: | ET,N)，zE 2 成 立 , 旦 在 co 全 纯 , 若 还 满 
足 Feo)=0 则 了 称 为 尖 点 形式 . 

椭圆 申 线 E 称 为 是 模 的 (或 模 椭圆 曙 线 ) ,是 指 存 在 着 对 于 
某 [OV) 的 权 为 2 的 尖 点 寞 形式 


f(z) 一 之 cnexpC2minz) 使 得 
c=as=p+1—# EF,) 
对 于 除 有 限 个 之 外 的 所 有 素数 成立. (f(z) 还 会 是 Hecke 变 
黎 欧 特征 形式 ). 这 也 相当 于 从 如 /TN) 的 紧 吾 化 到 E 有 一 
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个 全 纯 上 喘 射 . 

谷山 丰 (Taniyama) , 志 村 五 即 (Shimura) 在 1955 年 提出 猜 
想 :@ 上 所 有 椭圆 曲线 都 是 模 的 . 1971 年 Shimura 证 明 此 狂想 
对 有 复 敢 的 QQ 上 椭圆 曲线 成 立 . 1985 年 ,G. Frey 断言 ;从 出 丰 
猜 起 昔 含 Fetmat 大 定理 , 见 靳 言 ; 若 十 六 二 ce 对 非 沦 4a.b,cE 
Z 成 立 , 则 椭圆 曲线 

y=xrtrta (rb") (x) 

不 是 模 的 . 1986 年 K. Ribet 证 明了 Frey 的 断言 . 4. Wites 闻 此 
而 潜心 研究 8 年 ,终于 在 1994 年 4 月 19 日 证 明了 谷山 半 儿 想 
的 一 部 分 , 即 证 明了 包括 (* }) 式 (如 果 存 在 的 话 } 的 一 类 杭 圆 曲 
线 是 模 的 ,从 而 证 明了 Fermat 大 定理 . Wiles 的 出 发 点 是 E[3]， 
即 玉 的 3 分 点 . 易 知 E(3)==F; 儿 FF, 是 两 个 3 阶 循环 群 的 直 和 
因为 (CC) 等 同 于 平行 四 边 形 如 前 述 》, 即 EC(3) 是 FF 上 2 维 线 
性 空间 . 故 玉 [3j 的 (由 Galois 同 构 引 起 的 ?线性 变换 可 表示 为 
F 上 3 阶 方 阵 CPFs- 表 示 po). 而 Tunnell 一 Langlands 曾 证 明太 
[3] 是 模 的 {好 co, 二 aj (mod 3) 对 所 有 素数 p 对 3 成 立 ). 然后 
Wiles 考虑 3"- 分 点 全 体 E[3"], 取 反 向 极限 而 得 3-adic 表示 px 
其 而 由 五 [3] 是 模 的 册 发 ,曲折 地 导出 五 是 模 的 ,完成 了 对 Fer- 
mat 大 定理 的 历史 性 证 明 . 
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Artin 上 映射 3.6，9.?7，9.10 

Rernoulli 数 8. 6 

逼近 定理 4.4 

Brauer-Siegel 定理 8.7 

差分 5.6，5.7 

存在 定理 9.9 

尝 位 定理 6.4 

导 子 8 1，9 3，9.7， 9.8 

Dedekind 环 2, 3 

第 一 不 等 式 9.7 
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?7. 3， 
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